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PRÉFACE À L'ÉDITION FRANÇAISE 


Ce livre réunit les notes des conférences sur la théorie des groupes 
lues par les auteurs en 1968-1970 à l'Université de Novossibirsk. 
On y expose précisément les éléments, sans entrer dans le détail ni 
s’enliser dans les généralisations. Nous espérons que ces notes servi- 
ront de point de départ au lecteur intéressé par la théorie des groupes 
et lui permettront de passer rapidement à des ouvrages plus spéciaux 
dans cette discipline. 

Nous nous gardions soigneusement de franchir le pas entre la 
théorie abstraite et la théorie scholastique, en expliquant dans la 
mesure du possible les notions compliquées par des exemples faciles. 
Les exemples accompagnant le texte sont de quatre types: les nom- 
bres pour l'addition, les nombres pour la multiplication, les permuta- 
tions, ‘les matrices. Pour comprendre le texte proprement dit. le 
cours d’algèbre générale suffit; par contre, les exemples demandent 
parfois des connaissances un peu plus approfondies. Les exemples et 
les exercices étant d’utiles compléments au texte, nous déconseillons 
vivement au lecteur de les sauter en première lecture et de remettre 
leur solution à plus tard. 

De temps en temps nous signalons des questions non encore réso- 
lues. Le lecteur trouvera une liste assez complète des questions 
ouvertes de la théorie: des groupes, qui reflètent les intérêts d’un 
large cercle de spécialistes, dans l’édition la plus récente du Cahier 
de Kourovka [36]. 

En plus des trois éditions en langue russe (Moscou, 1972, 1977, 
1982), le présent ouvrage a été traduit en polonais (Varsovie, 1976) 
et en anglais (New York, 1979). C’est d'apres la 3-ième édition russe, 
la plus complète (le chapitre 8 a été ajouté), que cette traduction 
française est établie. 

Le destin est impitoyable, et voilà que je me trouve seul à signer 
cette préface: le 20 février 1976 Mikhaïl Ivanovitch 
K argapolov décédait dans sa 48-ième année, à la suite d’une 
longue et grave maladie. Puisse le théorème 25.2.1, « le plus profond 
des théorèmes sur les groupes résolubles » [31] figurant désormais 
dans ce livre, être un hommage à ce mathématicien remarquable et 
homme cordial. 

Lou. 


Novossibirsk, Academgorodok 
Le 25 janvier 1984 


NOTATIONS CANONIQUES 


Afin de faciliter la lecture, nous citons les notations « personna- 
lisées » des êtres classiques, respectées partout dans le livre, et les 
pages où ces notations sont introduites et expliquées : 


An 20 
A, 105 

B, (m) 191 

C 17 
C* 17 

Cn 17 
Che 17 

D, (X), D, (K, a) 18, 44 
F (X) 110 

F, (X), F, 111 
F,(X), F> 111 

F; (À), Fa (©) 124 
GF (q) 17 

GF (q)* 17 
GL, (X), GL, (K, a) 17, 44 
M, (X) 18 

O, (X), O, (X, a) 21, 44 
PSL,, (X) 105 

Q 17 

Q* 17 

Qh 17 
Qc 55 

R 17 

R * 17 

S (M) 17 

S, 17 

S, (M) 105 
SL, (X), SL, (K, a) 18, 44 


T, (Æ), T; (K, a) 18, 44 
U,* 


NOTATIONS CANONIQUES 


UT, (K), UT, (K, 0) 18, 44 
UT} (X), UT% (X, a) 21, 44 
Z 17 
Z+ 17 
Zn 17 
7° 17 
2. 54 
CT, (m), LV, (a) 44, 130 


INTRODUCTION 


Pourquoi un carré nous semble-t-il symétrique, un cercle encore 
plus symétrique, et le chiffre 4 pas symétrique du tout? Pour ré- 
pondre à cette question, considérons les déplacements après lesquels 
la figure reste elle-même. On comprend sans peine qu'il y a huit 
opérations de ce type pour le carré. une infinité pour le cercle, et 
une seule pour le chiffre 4 : c’est le déplacement identique qui laisse 
chaque point de la figure à sa place. En considérant l’ensemble G 
de tous les déplacements qui envoient la figure sur elle-même, on 
peut dire si elle est symétrique ou non: plus G est vaste, et plus la 
symétrie est orande. Introduisons une loi de composition sur G, 
c'est-à-dire une opération définie sur les éléments de G, en disant 
que si x, y sont deux déplacements appartenant à G, leur composé 
(ou produit) est un troisième déplacement qu'on obtient en faisant 
d’abord x et ensuite y. Par exemple. x et y sont les symétries du 
carré par rapport à ses diagonales : alors x -y est la rotation de 180° 
autour du centre du carré. 

‘De toute évidence, la loi de composition introduite sur G possède 
les propriétés suivantes : 1° (xy) z = x (yz) pour zx, y, z quelconques 
de G; 2° il existe dans G un élément e tel que ze = ex = x pour 
tout z de G; 3° pour tout x de G il existe dans G un x”! tel que 
zx” — x'iz — e. En effet, on peut prendre pour e le déplacement 
identique et pour z”! le déplacement inverse de x, c'est-à-dire celui 
qui ramène chaque point déplacé par x à sa place initiale. 

De cet exemple, passons à un ensemble arbitraire G muni d'une 
loi de composition, i.e. tel que pour ses deux éléments quelconques 
z, yilexiste dans G un troisième élément zy. Si les conditions 1°, 29, 
3° sont vérifiées comme précédemment, on dit que l’ensemble G muni 
de la loi de composition indiquée est un groupe. 

Les groupes sont un des principaux types de structures algébri- 
ques, et la théorie des groupes, un des chapitres de base de l'algèbre 
contemporaine. Il a fallu plusieurs générations de mathématiciens, 
plus de cent ans au total, pour que le concept de groupe devienne 
aussi limpide qu'aujourd'hui. De Lagrange qui se sert intuitivement 
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des groupes de permutations pour résoudre des équations algébriques 
par radicaux (1771), en passant par les recherches de Ruffini (1799) 
et d’Abel (1824), jusqu'à Evariste Galois qui utilise déjà à bon escient 
l’idée d’un groupe (et qui introduit d’ailleurs le terme), tel est le 
chemin suivi par cette idée dans la filière de la théorie des équations 
algébriques. D'une façon indépendante et pour d’autres raisons, elle 
apparaît au milieu du XIXE® siècle en géométrie, au moment où la 
Géométrie antique cède la place à des géométries multiples et variées, 
posant la question d'affinité entre elles. La solution est proposée 
dans le Programme d'Erlangen de Klein (1872) où la classification 
des groupes est fondée sur la notion d’un groupe de transformations. 
La troisième source de la notion de groupe est la théorie des nombres. 
Citons ici le travail d’'Euler sur les résidus de la division des puis- 
sances (1761) et le travail de Gauss sur la composition des formes 
quadratiques binaires (1801). 

A la fin du XIX° siècle, ayant compris que les différentes idées 
sur les groupes reposent sur un concept unique malgré la diversité 
des champs d'application, des mathématiciens tels que Cayley, 
Frobenius, von Dyck ont créé la notion moderne de groupe abstrait. 
C'était un des premiers exemples de structure algébrique abstraite. 
I] aura servi de modèle à bien des égards pendant les rénovations 
survenues au début du X X° siècle tant en algèbre que dans l'édifice 
mathématique en général: ce changement allait être, de ce fait, 
moins dramatique. L'étude des groupes, libérée de l'impératif de 
finitude et indifférente à la nature des éléments, devient une discipli- 
ne mathématique à part entière avec la parution de la Théorie abs- 
traite des groupes de O. Tou. Schmidt (1916). 

A l'heure actuelle, la théorie des groupes est un des domaines 
les plus évolués de l'algèbre. Elle a de multiples applications tant 
en mathématiques qu'au-delà de leurs frontières: en topologie, 
théorie des fonctions, cristallographie, mécanique quantique et dans 
bien d’autres domaines des mathématiques et des sciences naturelles. 
Le but final de la théorie des groupes en tant que telle est de décrire 
toutes les compositions ayant une structure de groupe. | 

Citons quelques exemples d'application des groupes en algèbre, 
en mathématiques d’une façon générale et dans les sciences naturel- 
les. 

1. Groupes de Galais. La théorie classique de Galois consiste dans 
l'application de la théorie des groupes à l’étude des corps commuta- 
tifs, réalisée d'une façon particulière que nous allons décrire. Soit X 
une extension finie, séparable, normale d’un corps commutatif k. 
Les automorphismes du corps Æ laissant fixes les éléments du sous- 
corps # forment un groupe G par rapport à leur exécution successive. 
11 s'appelle groupe de Galois de l’extension A’/k. Le théorème fonda- 
mental de Galois dit qu'en associant à chaque sous-groupe H < G 
son sous-corps fixe XH —{x|r E K, x!" = x pour tout k€ H:}, 
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on obtient une application anti-isomorphe du treillis des sous-grou- 
pes de G sur le treillis des sous-corps intermédiaires compris entre kX 
et À. Une extension X# /k sera encore finie, séparable, normale si et 
seulement si le sous-groupe #7 est normal dans G, auquel cas la 
restriction des automorphismes de G à X#4 sera un homomorphisme 
de G sur le groupe de Galois de l'extension XFÆ/k de noyau H. 


La théorie des groupes permet aussi de reconnaître si telle ou telle 
équation est résoluble ou non par radicaux. Soient f un polynôme 
de X sur un corps commutatif k et À le corps du développement de f. 
Soit G le groupe de Galois de l’extension X/k. Il s'appelle groupe de 
Galois du polynôme f sur le corps Æ (ses éléments se représentent 
naturellement par les permutations des racines de l'équation f (X) — 
= 0). Le fait est que l'équation f (X) = 0 est résoluble par radicaux 
si et seulement si le groupe de Galois du polynôme f est polycyclique. 
Une théorie parallèle à celle de Galois est celle de Picard-Vessiot 
qui étudie par les moyens de la théorie des groupes les extensions des 
anneaux différentiels et s'occupe en particulier de la résolubilité des 
équations différentielles par quadratures. Le rôle des groupes de 
permutations en théorie de Galois est joué en théorie de Picard- 
Vessiot par les groupes de matrices algébriques. 


Dans ces exemples, les groupes interviennent sous forme de 
groupes d’automorphismes de structures mathématiques. En plus 
de son rôle fondamental, soulignons que cette forme d'application 
n'existe que pour les groupes. assurant à ces derniers une place privi- 
légiée en algèbre. En effet, les automorphismes de structures quel- 
conques se laissent toujours « grouper » (Galois), tandis qu'un an- 
neau ou une autre structure quelconque ne se laisse définir sur l’en- 
semble des automorphismes que dans quelques cas spéciaux. 


2. Groupes d'homologie. L'idée maîtresse de la théorie de l’homo- 
logie réside dans l'application de la théorie des groupes (abéliens) à 
l’étude de la catégorie des espaces topologiques. On fait correspondre 
à tout espace X une famille de groupes abéliens H, (X), H, (X), … 
et à toute application continue f : X — Ÿ une famille d'homomorphis- 
mes f,:H,(X)— H, (»). n — 0, 1, 2, …. L'étude des groupes 
d'homologie 4, (X) et de leurs homomorphismes par les moyens de 
la théorie des groupes permet bien souvent de résoudre le problème 
topologique de départ. Exemple: problème du prolongement. Üne 
application g: À —+ } définie sur un sous-espace À d'un espace X 
admet-elle un prolongement dans X tout entier, i.e. est-elle repré- 
sentable par la composée d'une injection k: À — X et d'une applica- 


tion continue g: X —+ Y ? Dans l'affirmative, il doit y avoir en 


homologies £n = £nhn, i.e. pour tout homomorphisme g, : H, (A) — 
— H, (Nil existe un H, (X) avec un k, donné. Si ce problème al- 
gébrique est irrésoluble, il est évident que le problème topologique 
de départ est sans solution, lui aussi. 


a 
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Ce procédé donne d'excellents résultats. A titre d'illustration, 
donnons une esquisse de la démonstration du théorème de Brauer 
sur le point fixe: toute application f d'une boule Æ" de dimension n 
dans elle-même admet un point fixe. Soit au contraire f (x) Æ x 
pour tout x € E". Menons par x une demi- droite issue de f (x) et 


supposons qu’elle perce la sphère S"-! en g (x). De toute évidence, g 
est continue, si bien que le problème du prolongement de |” applica- 
tion identique g: S"-1—+ S"-1 en application E" — S"-1 est ré- 
soluble. Pour nr — 1, on a tout de suite une contradiction. Soit 
n > 2. Considérons une théorie d’homologie à coefficients dans Z 
(le groupe des entiers relatifs). On a H,_, (E") = 0, H,., (S"-!) = 
= %, h,u = 0, g,_ = 1. Il est clair que le problème algébrique 
auxiliaire n’a pas de solution, d'où une nouvelle contradiction. 

Les groupes d'homologie illustrent un autre champ d'application 
typique des groupes : l'étude des objets non algébriques à l’aide des 
structures algébriques qui régissent le comportement de ces objets. 
Telle est en particulier la méthode fondamentale utilisée en topologie 
algébrique. Remarqueons d’ailleurs qu’une méthode analogue et, en 
particulier, la méthode des groupes d'homologie est utilisée avec 
succès pour l'étude des structures algébriques elles-mêmes, par 
exemple dans la théorie des extensions de groupes. 

3. Groupes de symétrie. Nous avons déjà dit que la notion de 
groupe permet d'évaluer en termes précis la propriété de symétrie 
de telle ou telle figure géométrique. C’est dans cel esprit que 
E. S. Fédorov (1890) a établi une classification des systèmes de points 
régulièrement disposés dans l’espace, un des problèmes clés de la 
cristallographie. Sur le plan, les groupes de Fédorov sont au nombre _ 
de dix-sept, ils ont tous été trouvés directement. Dans l’espace, il 
y en a 230; leur classification exhaustive ne fut possible que grâce 
à la théorie des groupes. Dans l'histoire des sciences naturelles, c’est 
le premier exemple d'application directe de la théorie des groupes. 

En physique, la théorie des groupes joue un rôle analogue. Par 
exemple, en mécanique quantique, l’état d'un système physique est 
représenté par un point dans un espace vectoriel de dimension infi- 
nie. Au moment où le système change d'état, une transformation 
linéaire s'opère sur le point représentatif. Les raisons de symétrie 
et la théorie des représentations des groupes par les transformations 
linéaires y jouent un rôle de premier plan. 

Les exemples précédents illustrent le rôle classifiant de la théorie 
des groupes dans tous les cas où il s'agit de caractériser une symétrie. 
Chaque fois que l'on a affaire à une symétrie, on a en fait affaire à 
des automorphismes de structures (non forcément mathématiques), 
si bien que l'importance de la théorie des groupes ne risque pas 
d'être surestimée. Dans les mathématiques mêmes, son rôle classi- 
ne ee important : il suffit de se rappeler le Programme d'Erlangen 

e Klein. 
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La notion de groupe, qui se trouve à la base des mathématiques 
contemporaines, constitue donc un outil polyvalent dans les mathé- 
matiques elles-mêmes: c’est la clé de voûte de toute une série de 
structures algébriques compliquées, un indicateur extrasensible des 
propriétés des différents êtres topologiques, un banc d'essai pour les 
algorithmes ..… D'autre part, la notion de groupe est un puissant 
instrument d'exploration de l’une des lois les plus profondes de la 
Nature: la symétrie. 

Passons en revue quelques grandes classes de groupes. 

La branche la plus ancienne chronologiquement de la théorie des 
groupes, et qui reste néanmoins en évolution intense, est la théorie 
des groupes finis. Une place de choix y est occupée par la recherche 
des groupes finis simples parmi lesquels on trouve beaucoup de 
groupes classiques de matrices sur un corps commutatif fini, plu- 
sieurs séries de groupes d'automorphismes d'’algebres de Lie, ainsi 
que quelques groupes « sporadiques ». À l’autre pôle se trouvent les 
groupes finis résolubles dont certains sous-groupes spécifiques (de 
Hall, de Carter, etc.) font l’objet d’un intérêt soutenu, car ils déter- 
minent dans une large mesure la structure du groupe lui-même. 
Dans bien des cas, les groupes finis apparaissent sous forme de 
groupes de permutations ou de matrices sur un corps fini : toute une 
branche de la théorie des groupes finis est réservée à l'étude des 
représentations par les matrices et les permutations. 

Une méthode très usitée d'étude des groupes infinis consiste à 
leur imposer des conditions de finitude. L'intérêt le plus vif est 
suscité par les groupes périodiques, les groupes localement finis, les 
groupes artiniens, les groupes nœthériens, les groupes de type fini, 
les groupes de rang fini, les groupes résiduellement finis. 

Parmi les groupes abéliens, on s'intéresse surtout aux groupes 
abéliens divisibles, aux groupes abéliens sans torsion et aux groupes 
abéliens périodiques, et dans ces derniers, aux sous-groupes purs et 
primaires. L'étude d’un groupe abélien quelconque se réduit dans 
bien des cas aux théories des classes indiquées par les moyens de la 
théorie des extensions des groupes abéliens, développée générale- 
ment par des méthodes d'homologie. | 

Plus larges encore que la classe des groupes abéliens, sont les 
classes des groupes nilpotents et résolubles, dont la théorie est 
aujourd’hui assez étoffée. Parmi les généralisations de la nilpotence 
et de la résolubilité, notons la nilpotence locale, la résolubilité loca- 
le, la condition du normalisateur, les groupes d’'Engel, ainsi que de 
nombreuses classes de groupes définies par l'existence de telle ou 
telle structure normale à l’intérieur du groupe. 

Enfin, en introduisant dans le groupe telle ou telle structure 
supplémentaire compatible avec sa loi de composition on obtient 
d’autres grandes divisions de la théorie des groupes: groupes 
topologiques, groupes de Lie, groupes algébriques, groupes linéaires. 


CHAPITRE PREMIER 


DÉFINITION ET PARTIES PRINCIPALES 
D'UN GROUPE 


$ 1. Définition d’un groupe 


1. 1. Axiomatique. Isomorphisme. Les ensembles et les fonctions 
sur les ensembles : voilà deux types d'objets dont s'occupe, en fin 
de compte, toute théorie mathématique. Si les arguments d'une 
fonction f parcourent un ensemble M et la fonction prend ses valeurs 
dans M, on dit que f est une opération algébrique sur M. La science 
qui étudie les opérations algébriques s’appelle algèbre. Elle ne s’inté- 
resse pas du tout à l’objet de l'opération algébrique mais uniquement 
à sa façon d'agir. On fait abstraction de l'objet et l'on concentre 
son attention sur la façon d'agir de l'opération en faisant appel à la 
notion d’isomorphisme. 

Soient deux ensembles munis d'opérations algébriques. Suppo- 
sons qu'il existe une correspondance biunivoque entre les ensembles 
eux-mêmes et entre les ensembles d'opérations définies sur ces der- 
niers, les opérations correspondantes étant fonctions d'un même 
nombre d'arguments et prenant des valeurs correspondantes pour 
des valeurs correspondantes d'arguments. On dit alors que ces en- 
sembles munis d'opérations sont isomorphes. 

Les objets isomorphes ont même structure vis-à-vis des opérations, 
si bien qu'on ne fait aucune distinction en algèbre entre les objets 
isomorphes, ou bien on les considère comme des copies exactes, de 
la même façon que nous ne faisons aucune distinction entre deux 
exemplaires d’un même roman, bien que composés en caractères 
différents et imprimés sur papier différent, si nous ne nous intéres- 
sons qu'au contenu du roman. Il est rationnel de considérer que cha- 
que classe d'objets isomorphes fait ressortir clairement un type 
déterminé d'opération algébrique. Le problème de l'algèbre — 
étude des opérations algébriques — s'en trouve réduit à une tâche 
plus concrète, celle d’étude des ensembles munis d'opérations à iso- 
morphisme près. 

Certaines opération salgébriques sont si fréquentes en mathémati- 
ques qu'elles font l’objet de théories indépendantes. C'est précisé- 
ment le cas du groupe, objet de la théorie des groupes. Un groupe 
est un ensemble muni d’une opération binaire (à deux éléments) 
régie par certains axiomes. Au lieu de noter la valeur de l'opération 
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linaire / sur un couple d'éléments x, y sous la forme f (x, y) comme 
pour les autres opérations, nous écrirons simplement x/fy: cela fait 
trois symboles en moins. En outre, cette notation est conforme à 
l'écriture canonique des opérations sur les nombres: en effet, nous 
écrivons bien 2 + 3 = 5et non +(2, 3) = 5. En théorie des groupes, 
l'opération binaire est généralement appelée multiplication et notée 
par un point (omis le plus souvent) ; quelquefois elle est notée par +, 
«,e où par d’autres symboles. L'écriture avec un point s'appelle aus- 
si notation multiplicative, et avec un +, notation additive. 


1.1.4. Définition. Un ensemble G muni d’une opération 
binaire - s'appelle groupe si: 

1. L'opération est associative, i.e. (ab) c = a (bc) pour a, b, c 
quelconques appartenant à G. 

2. L'opération garantit l'unité, i.e. il existe dans G un élément e, 
appelé élément neutre ou unité, tel que ae — ea = a pour tout a 
appartenant à G. 

3. L'opération garantit les éléments inverses, i.e. pour tout a 
appartenant à G il existe dans G un élément z, appelé inverse de a, 
tel que ax —æ ra = e. 


1.1.2 Définition. Un ensemble G muni d'une opération 
binaire *- s’appelle groupe si: 

1. L'opération est associative. 

2. L'opération garantit les quotients à gauche et à droite, i.e. 
pour deux éléments quelconques a, b de G il existe dans G des élé- 
ments x, y, appelés respectivement quotient à gauche et quotient à 
droite de b par a, tels que ax = b, ya = b. 


1.1.3 Exercice. Les définitions 1.1.1 et 1.1.2 sont équiva- 
lentes. Il n’y a qu’une seule unité dans n'importe quel groupe G. 
Tout élément a de G admet un seul inverse, noté a}. Pour deux élé- 
ments quelconques a, b de G les deux quotients de b par a sont 
uniques (notations: a NX b, quotient à gauche; b/a, quotient à 
droite). 

En accord avec la conception générale d’isomorphisme, une bijec- 
tion @ d'un groupe sur un autre, conservant le produit, est dite 
isomorphe. Autrement dit, une application q d’un groupe G dans 
un groupe G* (notations @: G — G*) est isomorphe si les éléments 
distincts admettent des images distinctes (l’image d’un élément a 
par l'application q est notée a), 


a Æ b9 pour ab (a, bEG), 


et l’image du produit est égale au produit des images, 


(ab)? = avb®. 
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Deux groupes sont isomorphes (notation G æ G*) s’il existe un iso- 
morphisme d'un groupe sur l'autre. 

Par exemple, l’ensemble G de nombres réels strictement positifs. 
est un groupe par rapport à la multiplication ordinaire des nombres ; 
l’ensemble G* de tous les nombres réels est un groupe par rapport à 
l'addition ordinaire des nombres; l'application œ: G — G* définie 
par la formule a®° = log a est un isomorphisme de G sur G*. Nous 
profitons de cet isomorphisme quand nous nous servons d'une règle à 
calcul (on dit d’ailleurs aussi règle logarithmique). 

L'objet de la théorie des groupes est l'étude des lois de composi- 
tion interne ou, en d'autres termes, l’étude des groupes à isomorphis- 
me près. La théorie des groupes serait achevée s'il était possible de 
dresser un catalogue exhaustif des groupes à isomorphisme près. 
Heureusement pour la théorie des groupes et malheureusement pour 
les applications, un tel catalogue est pratiquement impossible à éta- 
blir. 


1.2. Exemples. L'opération étant associative dans le groupe, un 
élément (ab) c = a (bc) peut se noter simplement abc. Pour la même 
raison, un produit de nr éléments a,a, . .. a, est défini de façon 
unique dans le groupe, sans parenthèses, à condition que l'ordre 
indiqué soit conservé. Le produit de r éléments égaux à a est appelé. 
puissance n-ième de a et est noté a”. On pose ensuite a° = e; pour 
n<<0,onaa" = (a-")-loua" — (a-!)-", ce qui revient évidemment 
au même. 


1.2.1. Exercice. Si a est un élément quelconque du groupe 
et m, n sont deux entiers relatifs, alors aa" = a"+?, (a")" = a”, 


On a parfois a" = e pour un r > 0: le plus petit n vérifiant 
cette condition s'appelle alors ordre ou période de l'élément a et se 
note |a |. Si a" Æ e pour aucun x > 0, on dit que a est d'ordre 
infini et l’on écrit | a | = oo. 


1.2.2. Exercice. Sia"—e, alors n est divisible par |a |. 

1.2.3. Exercice. Si deux éléments a, b commutent (ou 
sont permutables), i.e. ab = ba, et si leurs ordres sont premiers entre 
eux, on a [ab |— |a|:|b |. 

1.2.4. Exercice. Soient deux éléments permutables a, b 
d'ordres respectifs m, n. Il existe alors dans le groupe un élément — 
qui n'est déjà pas nécessairement le produit ab — dont l’ordre est 
Je ppcm de m et n. 


On dit que le groupe G est sans torsion (ou apériodique) si tous ses 
éléments non triviaux (autres que l'unité) sont d'ordre infini. Au 
contraire, si tous les éléments sont d'ordre fini, on dit que le groupe 
est périodique. Ün groupe qui contient des éléments non triviaux 
d'ordres finis et infinis est dit mixte. Si les ordres des éléments d’un 


16 DÉFINITION ET PARTIES PRINCIPALES [CE 1 


groupe périodique sont bornés dans leur ensemble, leur ppem s’ap- 
pelle période ou exposant du groupe. 

Soit p un nombre premier. Un groupe périodique dont les ordres 
des éléments sont des puissances de p s'appelle p-groupe. Les groupes 
qui sont des p-groupes pour un p premier quelconque sont appelés 
groupes primaires. Le cardinal | G | d’un groupe G s'appelle ordre 
de G. Si ce cardinal est fini, le groupe G est dit fini, et infini dans 
le cas contraire. Si l’opération sur G est commutative, i.e. ab — ba 
pour deux éléments quelconques a, b de G, on dit que G est un 
groupe commutatif, ou abélien, du nom du mathématicien norvégien 
Niels Henrik Abel. Une opération commutative est souvent notée 
additivement. On utilise alors le petit dictionnaire suivant : 


+ + 


multiplication addition quotient différence 
produit somme e ou 1 

unité zéro a”! — a 
inverse opposé a na 


puissance multiple a—b 


Les groupes sont partout : théorie de Galois et théorie des équa- 
tions différentielles, topologie algébrique et classification des parti- 
cules élémentaires en physique, cristallographie et théorie de la rela- 
tivité, théorie des nœuds, différentes autres branches de la topologie 
et de Ja théorie des fonctions, voici une liste bien incomplète des 
domaines de la science où intervient la notion de groupe ; intervenir 
ne veut pas dire ici se manifester gratuitement mais travailler avec 
application. De gros volumes ont été écrits pour cerner la portée 
de la théorie des groupes vis-à-vis des différentes sciences ; conseil- 
lant aux étudiants intéressés la lecture de ces traités, nous nous bor- 
nerons à citer quelques exemples dans le cadre du cours d'algèbre 
générale, cadre que nous nous sommes posé dans ce livre. (Les nota- 
tions en caractères gras. dites notations canoniques, désigneront les 
mêmes êtres mathématiques jusqu'à la fin du livre. Ce sont des 
notations universellement admises, à quelques petites nuances pres, 
dans la littérature; nous en donnons une liste complète en page 6 
afin de faciliter la lecture.) 


1.2.5. Exemples. I. L'ensemble des éléments d’un anneau 
K est un groupe abélien par rapport à l'addition. Nous l’appellerons 
groupe additif de l'anneau K et nous le noterons par la même lettre 
que l'anneau, conformément au principe selon lequel une lettre dé- 
signe un ensemble ; quant aux opérations définies sur l’ensemble, el- 
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les doivent être expliquées dans le contexte. En particulier, les 
groupes additifs du corps des nombres complexes C, du corps des 
nombres réels ?, du corps des nombres rationnels &, de l'anneau 
des entiers relatifs :. sont des groupes abéliens sans torsion. D'une 
façon générale, le groupe additif d’un corps de caractéristique nulle 
est sans torsion, et le groupe additif d’un corps de caractéristique 
positive p est de période p. Les groupes additifs d'un corps fini 
GF (g) de q éléments et ceux de l'anneau Z, des résidus modulo n 
sont des groupes abéliens finis, de telle sorte que 


IGF(9D1=g IZrl=n. 


Soit p un nombre premier. Un nombre rationnel de la forme m/p", 
avec m, n entiers relatifs, s'appelle fraction p-aire. L'ensemble (, 
de toutes les fractions p-aires, muni de l'addition ordinaire des 
nombres est un groupe abélien sans torsion. 

11. L'ensemble de tous les éléments inversibles d’un anneau uni- 
taire À est un groupe par rapport à la multiplication. Il s'appelle 
groupe multiplicatif de l'anneau K et se note A* (si |K | > 2, 
l’ensemble X* est toujours sans zéro, donc distinct de l’ensemble Æ). 
Si l'anneau Æ% est commutatif, le groupe A* l'est aussi. En particu- 
lier, les groupes mulliplicatifs C*, R*, ©*,Z*, GF(g)*, Z* sont 
abéliens. L'ensemble €, des nombres complexes vérifiant l’équa- 
tion r* = 14 est un groupe abélien par rapport à la multiplication 
ordinaire des nombres. Soit p un nombre premier. L'ensemble C,+ 
de toutes les racines de l'équation x" = 1, n = 1, 2, ..., sur 
le corps des nombres complexes est un p-groupe abélien infini par 
rapport à la multiplication ordinaire. [l porte le nom de groupe 
quasi cyclique du type p®. Les groupes 7*, GF (g)*, 72%, ©, sont 
finis et 


IZ*1=2 1GF(G@g*1=g—1, 121 =œt(n), 


|[Cnl= A, 


où y est la fonction d'Euler, i.e. q@ (nn) = œ (m) @ (n7) quand m 
et n sont premiers entre eux et @ (p*) = p* — p*-! pour p premier. 

III. Soient M un ensemble et S (17) l’ensemble des applications 
bijectives de M sur M. En prenant comme multiplication sur S (M) 
la réalisation successive des applications, S (M) devient un groupe. 
En particulier, pour M —{1, ..., n} ce groupe devient le groupe 
des permutations de degré n. [Il s'appelle alors groupe symétrique 
de degré n et se note S,. Le groupe S, est fini et | S, | = n !. 
Pour nr > 2, le groupe S, est non abélien. 

IV. L'ensemble GL, (X) de toutes les matrices inversibles d’'or- 
dre 7 sur un anneau commutatif unitaire X est un groupe par rapport 
à la multiplication ordinaire des matrices. 1] s'appelle groupe linéaire 
général ou groupe matriciel général de degré n sur l'anneau Æ. Il est évi- 
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dent que GL, (X)= M, (X)*, où M, (X) est l'anneau de toutesles matri- 
ces d'ordre rx sur K. Pour n > 2, le groupe G L, (Æ) est non ahélien. 
Considérons ensuite dans GL, (X) les parties suivantes: SL, (X) 
des matrices de déterminant 1; D, (X) des matrices diagonales; 
T, (X) des matrices trigonales supérieures; UT, (Æ) des matrices 
trigonales supérieures ayant des unités sur la diagonale. Tous les 
ensembles énumérés sont encore des groupes par rapport à la multi- 
plication des matrices. Ils s'appellent respectivement: groupe li- 
néaire spécial, groupe diagonal, groupe trigonal, groupe unitrigonal. 
Si l’on prend comme Æ un corps fini GF (q), on écrit GL, (g) au lieu 
de GL, (Æ); les autres groupes matriciels sont notés de façon ana- 


logue. 


1.2.6. Exercice. Z,=2%,. 
1.2.7. Exercice. Le groupe C* est isomorphe au groupe de 


toutes les matrices non dégénérées de la forme (_$ p) à coeffi- 


cients réels, par rapport à la multiplication ordinaire des matrices. 
1.2.8. Exercice. Q,+@a pourp#gq. 
1.2.9. Exercice. Si une permutation a de S, peut être 
mise sous la forme d’un produit de cycles indépendants de longueur 
Nys - . ln, SON ordre |a | est égal au ppem des 71, ..., nx. 


On peut augmenter à volonté le nombre des exemples de groupes 
en se donnant un procédé susceptible de former des groupes nouveaux 
à partir des groupes donnés. La théorie des groupes connaît de très 
nombreux procédés de ce type. Voici un procédé très simple mais 
important. 

Soient G;, ..., Gm des groupes. Il est facile de voir que l’en- 
semble G—G X ... X Gm des suites (81, . .., £&m)r £a € Gas 
muni de la multiplication composante par composante 


(L1 1 Em) (3:  ... Em) — (LE 1 EmEm) 


est un groupe. On l'appelle produit cartésien des groupes G., et les 
groupes G,, ses facteurs. Cette notion s'étend sans peine au cas d'un 
ensemble arbitraire de facteurs G,, &« € I. En effet, désignons par 


G= [| G, 
ac 
l'ensemble des fonctions 


ff: IH UG 
a€tl 


telles que f (æ«) € G, pour tout & € J. On voit sans peine que l’ensemble 
G muni de la multiplication (fg) (œ) = jf (x) g (œ) est un groupe; 
on l'appelle produit cartésien des groupes G.. La valeur prise par la 
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fonction f en « s'appelle projection ou composante de f dans le fac- 
teur G.. L'ensemble 


supp (f) ={«la€ez, f(a)e) 


s'appelle support de la fonction f. Il est clair que l’ensemble des 
fonctions aux supports finis, qui interviennent au produit cartésien 
des groupes G., est encore un groupe par rapport à la multiplication 
des fonctions. Il s'appelle produit direct des groupes G, et se note 
[| Ga (sans barre). Il est clair que le produit direct et le produit 
at I 
cartésien se confondent quand les facteurs sont en nombre fini. 
L'opération d’un groupe étant écrite en notation additive, on 
dit somme au lieu de produit et ferme (ou sommant) au lieu de facteur 
et l’on écrit 


G=6G,® .. ® Gm 
CSN CG C=>0C. 
a€l ael 


1.2.10. Exercice. Cm X Cn = £©Cmn Pour m, n premiers 
entre eux. 

1.2.11. Exercice. D,(K)=æ A*X...Xx K* (n fois). 

1.212. Exercice. Soit a l'élément d'ordre fini r d’un 
groupe. Faisons une décomposition canonique de » en facteurs pre- 
miers 


n=|] p"® 
p 


et posons 7» = n/p"®@),. L'élément a"r est d'ordre p”() ; il existe 
des entiers x, tels que 


a = | anPr?xp. 
P 


$ 2. Sous-groupes. Le sous-groupe normal 


2.1. Sous-groupes. Si une partie H d’un groupe G est fermée par 
rapport à la multiplication, i.e. si elle contient pour ses deux élé- 
ments quelconques a, b leur produit ab, la restriction de la multipli- 
cation à À sera une opération algébrique sur H ; on dit que cette opé- 
ration est induite par la multiplication dans G. Si H est un groupe 
par rapport à l'opération induite, on dit que }7 est un sous-groupe 
de Get l’on écrit H << G. Si H L Get H Æ CG, on écrit H LG (ne 
pas confondre avec les symboles d’inclusion d’ensembles =, € 1). 

2.1.1. Exercice. Pour que la partie À d'un groupe G soit 
un sous-groupe, il faut et il suffit que FH soit fermée par rapport à la 
multiplication et à l'inversion, i.e. que, pour ses deux éléments 


2® 
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quelconques a, b, elle contienne aussi ab et a-!. Ces conditions de 
fermeture peuvent s’écrire également 


HW SH, H<H 
en faisant intervenir les notations usuelles 
AB ={ab|a€A,bEB}, At={at]|acA} 


pour deux parties quelconques À, B du groupe donné. 
2.1.2. Exercice. Le produit AB de deux sous-groupes 


A, PB d’un groupe G est lui-mêne un sous-groupe si et seulement si 
AB = BA. 


2.1.3 Exercice. Si A, B sont deux sous-groupes finis, on a 


— JAI: 181 
[AB] = AN] : 


Dans tout groupe, l’ensemble réduit à l’unité et le groupe tout 
entier sont des sous-groupes. Tous les sous-groupes autres que le 


sous-groupe unité et le groupe tout entier s'appellent propres ou vrais 
ou véritables. 


Continuons l’étude des groupes I à IV du $ 1 et indiquons quel- 
ques sous-groupes dans ces groupes. 


2.1.4 Exemples. I. On a évidemment 
Z<Q <Q<R<C, 
Z=" Qps 
GF (p") < GF (p°) pour m |r. 
II. Il est évident que 
Z* LOF<R*<C*, 
Cp <Cp L...<Cpo, 
Cpæ = UCpr, 
GF.(p")* << GF (p°)* pour m |n. 

III. Dans le groupe symétrique S,, l’ensemble À, de toutes les 
permutations paires est un sous-groupe. Il s'appelle groupe alterné 
de degré nr. On a évidemment | A, | = nl. 

IV. Pour n >2, on a 


SL; (4) < GL, (X), 
D, (A) < Tr (Æ), 
UTr (Æ).< Tr (4) < GL, (Æ). 
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Indiquons aussi dans GL, (Æ) le sous-groupe orthogonal 
O,(K) = {a | aa” = e} 


(la prime désigne la transposition), et pour À — € aussi le groupe 
unilaire 


U, ={a |aa =e} 


(la barre désigne le passage au conjugué complexe de chaque élément 
de la matrice). Enfin, 


UT, (A)= UT (A) ZUT: (A) 2 ..., 


où UT? (Æ) est l’ensemble des matrices de UT, (Æ) qui ont m — 1 
diagonales nulles au-dessus de la diagonale principale. 


2.2. Ensembles générateurs. Il est facile de voir que l'intersection 
d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe. Si M est une partie 
d'un groupe G, l'intersection () de tous les sous-groupes contenant 
M est appelée sous-groupe engendré par M, ce dernier étant appelé 
ensemble générateur de (M). On dit parfois par abus de langage que 
les éléments de M sont les éléments générateurs de (M). Le sous-groupe 
(M) se note aussi gr (M), ce qui est surtout utile dans les formules 
encombrantes. Un groupe engendré par un ensemble fini s'appelle 
groupe à engendrement fini ou groupe de type fini. Plus généralement 
et plus exactement, on dit que le groupe est m-engendré si son en- 
semble générateur est de cardinal m. 


2.2.1. Théorème. Si M est une partie de G,on a 
(M)=4{ai ...a"la EM, = +1, m=—1, 2, ...). 


Démonstration. Désignons le second membre par H. 
Puisque le sous-groupe (M) contient tous les a; de M, on a (M) = 
= H. D'autre part, HH © H, H-\€ H, aussi H est-il un sous- 
groupe contenant M, d'où H = (M) et définitivement H = (M). 


À titre d'illustration, indiquons les ensembles générateurs des 
groupes Ï à IV du $ 1. Nous écrirons 


(M) = (.. |...) 
si A est defini sous la forme 


M ={... |...}, 


i.e. nous omettrons les arcolades à l’intérieur des parenthèses. 
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2.2.2. Exemples. I. Il est évident que 
Z = (1), 
Zn=(1 (mod. n)), 
1 
Q=(+|n=1, 2, ….). 
II. Il est évident que 
£L* = (—1), 
Q* = (—1, 2, 3, 5, 7, 11, .….), 
GF (g)* = (£a), 
Cn = (an); 
Cp = (a pm | m — 1, 2, PS À 
où ?4 est racine primitive de l'équation x! = 1 sur le corps GF (y), 
a =cos +isin te. 


III. On apprend dans le cours d’algèbre générale que le groupe 
symétrique S, est engendré par ses transpositions (ij). Puisque 
(i) = (1i) (1}) (4i), le groupe S, est engendré même par les transpo- 
sitions (12), (13), ..., (1r). Le groupe alterné A, est engendré par 
les différents cycles à trois éléments (ijk), car une permutation paire 
est le produit d’un nombre pair de transpositions et 


Gj) GA) = (jh), (ij) (I) = (tj) GI). 


IV. Soit À un corps commutatif. Considérons dans GL, (4) 
des matrices de la forme 


Li, (æ) = e + ce, d'(B) = e + (B — 1)enn, 
a, BEK, BHO, iZj, 


où e est la matrice unité et e;; une matrice ayant un 1 en position 
(i, j) et des 0 dans les autres positions. Pour & = 0, les matrices 
ty («) s'appellent transvections. Montrons que toute matrice dans 
GL, (Æ) se laisse mettre sous la forme 


Lissstd(bD)tus sc :5 ls: 
où t; sont des transvections. Cela revient à dire en particulier que 
GL, (A) = (t:3(a), d(flla BPEK, is j), (1) 
SL (A) = (5 (a) lame K, is j). (2) 


En effet, multiplier la matrice par une transvection à droite 
revient à ajouter à une de ses colonnes une autre colonne multipliée 
par un scalaire de Æ ; la multiplier par une transvection à gauche 
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revient à faire une transformation analogue sur ses lignes; de pareil- 
les transformations seront appelées élémentaires. Soit a € GL, (X). 
En opérant des transformations élémentaires sur les colonnes de la 
matrice a, on peut faire en sorte que a,;, 0. Une nouvelle transfor- 
mation élémentaire, qui consiste à ajouter à la première colonne une 


Î—a11 


deuxième colonne multipliée par , nous permet d'obtenir 1 en 


position (1, 1), puis d'obtenir des 0 dans la première ligne et dans la 
première colonne de la matrice, à l'exception de la position (1, {) 
où nous laissons 1. Poursuivant ce processus relativement au bloc 
inférieur de droite d'ordre nr — 1, nous aboutirons finalement à une 
matrice du type d'(B). On a donc a =t,...t,d {(B)f,r1...4,, 
où t; sont des transvections, ce qu'il fallait démontrer. 

On démontre d’une façon analogue que 


Th (A) = (ty (a), diag (B1..., Br)la, BEX, i<j), (3) 
UTY (A) = (ti; (a |aeKk, j—i>m). (4) 


Les résultats obtenus permettent de déterminer SL, (Æ) sur 
des anneaux À non commutatifs pour lesquels la notion de détermi- 
nant ordinaire n'a pas de sens. À cet effet, on prend comme défini- 
tion pour les anneaux de ce type la formule (2). Soit ensuite À un 
corps. En analogie parfaite avec ce qui précède, toute matrice inver- 
sible a sur À se laisse mettre sous la forme a = t,...1t,d(B)t,:,... 

. ts, BP 5 0. Pour les lecteurs initiés aux notions de commutant 
et de groupe quotient, notons que l’image de f par passage au quo- 
tient de X* par le commutant s'appelle déterminant de la matrice 
a au sens de Dieudonné. 


2.2.3. Exercice. Soient n > 2, p;,, ..., p\ des nombres 
premiers distincts, p; = P1...Pyi-1Pi+1... Pn- Alors 
£ = gr(Pis - .., Pn) 


sans qu'il soit possible d'éliminer un seul élément de cet ensemble 
générateur. 

2.2.4. Exercice. S, = gr((12), (12...n)). 

2.2.5. Exercice. 


SLA (Z)=gr(ée+te;|1<i<n, 1<j<n, iz j), 
SL, (Z) = gr (e + ere 12 + €es +... + en n + (—1)" ten). 


L'antipode des ensembles générateurs est le sous-groupe de Frat- 
tini. Pour définir cette notion, nous dirons qu’un sous-groupe H 
d'un groupe G est son sous-groupe maximal par rapport à la propriété 
o si Æ possède la propriété © et s’il n’existe dans G aucun sous- 
groupe possédant © et contenant F. Si © est la propriété d'être plus 
petit que G, les sous-groupes maximaux par rapport à o sont dits 
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mazimauzx tout court. Îl se peut bien sûr que le groupe soit sans sous- 
groupe maximal, cf. les exemples ci-après. Par définition. le sous- 
groupe de Frattini ® (G) du groupe G est l'intersection de tous ses 
sous-groupes maximaux s'ils existent, et le groupe G lui-même dans 
le cas contraire. 

Nous disons que x est un élément non générateur du groupe G s’il 
est possible de l’éliminer de n'importe quel ensemble générateur de G 
dont il fait partie. 


2.2.6. Théorème. L'ensemble S ce tous les éléments non 
générateurs d'un grcupe G se confond avec le scus-groupe de Frattini 


® (G). 


Démonstration. a) S$ = ® (G). En effet, si G n'admet 
aucun sous-groupe maximal, l’assertion est triviale. Soient mainte- 
nant ES et H un sous-groupe maximal dans G. SiréH,on a 
(x, H) = G, (H) + G, contradiction avec x € S. On a donc x € H, 
z ED (G). 

b) O (G) = S. Supposons par absurde qu'il existe un élément 
z E D (G) qui, avec un ensemble M, (M) + G, engendre le groupe G. 
En vertu du lemme de Zorn, il existe des sous-groupes 77 maximaux 
parmi les sous-groupes contenant M et ne contenant pas x. Il est clair 
que ces sous-groupes sont maximaux tout court. Or, ils contiennent 
alors 4 (G), donc aussi r, contradiction. Le théorème est démontré. 


2.2.7. Exemples. I. Dans le groupe Z, le sous-groupe (p) 
est maximal pour p premier quelconque, aussi ® (Z) = 0. On com- 
prend sans peine que tout élément dans @ est non générateur, aussi 
D Q)= ce. 

IT. Puisque le groupe C,+ se confond avec le réunion des sous- 
groupes Chn, n — 1, 2, .…, chacun de ses éléments est non généra- 
teur. On a donc ® (C,œ) = Cp. 

III. On vérifie que le sous-groupe H, du groupe S,, constitué 
par toutes les permutations laissant à invariant, est maximal dans S,. 
Puisque l'intersection Z, f\ ...f\ H,est égale à 1, on a © (S,) = 1. 
On montre de même que © (A,) = 1. 

IV. Considérons dans le groupe UT, (Z) le sous-groupe H;, 
constitué par toutes les matrices x telles que z;,;,, € (p},où1 Ki < 
 n — 1, p premier. On montre que F,, est maximal dans UT, (Z). 
Puisque l'intersection de tous les H,, est contenue dans UT (Z), 
on a D (UT, (Z)) < UT: (Z). En fait, on démontre aussi l'inclu- 
sion inverse, 1i.e. 


® (UT; (Z)) = UT: (Z). 


2.3. Groupes cycliques et localement cycliques. Rang. Un sous- 
groupe (a) engendré par up élément unique a s'appelle cyclique. 
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En vertu du théorème 2.2.1, il réunit toutes les puissances possibles. 
de l'élément générateur: 


(a) ={a" |n = 0, +1, +2, ...}. 


e 


L'exemple 2.2.2. I montre que Z. et ; , sont des groupes cycliques. 
Il se trouve qu'il n'existe aucun groupe cyclique — à isomorphisme 
près — en dehors de ces deux groupes. 


2.3.1. Théorème. Tout groupe cyclique infini est isomorphe 


au groupe 2, tout groupe cyclique d'ordre fini n est isomorphe au 
groupe in. 


Démonstration. Soit (a) un groupe cyclique infini. 
Donnons-nous une application œ: Z—(a) en posant n°7 — a”. 
Elle est biunivoque : si l’on avait #9 = mS pour n > m,i.e. a" = 
— e, le groupe (a) serait fini. Par ailleurs, (nr + m)° = nm, 
i.e. o est un isomorphisme. Si (b), (c) sont deux groupes cycliques. 
d'ordre fini », on a un isomorphisme de (b) sur (c) en posant b* — 
> OL Ln—1. 


2.3.2. Théorème. Tout sous-groupe d'un groupe cyclique 
est un groupe cyclique. 


Démonstration. Soient (a) un groupe cyclique d'ordre nr 
et À son sous-groupe quelconque autre que { (le sous-groupe unité: 
est évidemment cyclique). Soit m le plus petit entier tel que 


a" EH, 0<m<n. 


On a évidemment (a”) À. Montrons qu'on a en réalité (a) = 71. 
Choisissons dans À un élément quelconque de la forme a“, où 0 
œ k< n. Divisons À par m avec reste, À — mg + r. 0 r <<m. 
I] vient 

a" = a (a) 2€ H. 


En vertu du choix de met de r, il en découle que r — 0 et a* € (a). 
On montre d’une façon analogue que tout sous-groupe d’un groupe: 
cyclique infini est un groupe cyclique. 


On dit que le groupe est localement cyclique si chacune de ses. 
parties finies engendre un sous-groupe cyclique. 


2.3.3. Exercice. Montrer que Q et Q,+ sont des groupes. 
localement cycliques. En particulier, ils n’admettent aucun ensemble: 
générateur fini. 


D'une façon plus générale, nous dirons qu'un groupe G est locale- 
ment m-engendré si chacun de ses sous-groupes de type fini est n- 
engendré pour un n < m. Le plus petit cardinal m possédant cette- 
propriété s'appelle le rang de G. Il est clair que le rang d’un groupe: 
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est toujours soit fini, soit dénombrable (auquel cas il est noté par le 
symbole œ). Ainsi donc, les groupes localement cycliques sont tous 
de rang 1. I] va sans dire que le rang du groupe n'est jamais supé- 
rieur à son cardinal et que le rang du sous-groupe n'est jamais 
-supérieur à celui du groupe. 


2.3.4. Exercice. Si Gest produit direct de p-groupes G, 
pour différents p premiers parcourant un ensemble 4, on a 


rang G — sup (rang G;,)). 
rEx 
Indication. Voir 1.2.12. 


2.4. Classes suivant un sous-groupe. À chaque sous-groupe H 
d’un groupe G on peut associer des ensembles 


gH ={gh|hCH}, gecG, 


qui s'appellent classes à gauche de G suivant (ou modulo) H. On définit 
d’une façon analogue les classes à droite Hg. Chaque élément d’une 
-classe s’appelle représentant de cette classe. Il est facile de voir que 


aH = bH — a beEH, (5) 
Ha = Hb <> ab” EH. (6) 


‘Cela permet de définir les classes d'une autre façon. Associons à un 
sous-groupe À la relation — définie dans l’ensemble G et appelée 
« classe à gauche suivant H » (resp. « classe à droite suivant A ») en 
posant par définition 

a b<> a "'bE H (classe à gauche) 
(respectivement, 

a b< ab EH (classe à droite)). 


‘On vérifie sans peine que ces relations sont des relations d'équivalen- 
-ce sur G, i.e. qu'elles sont réflexives (a — a), symétriques (a — b = 
— b = a) et transitives (a— b, b=c—a- c); autrement dit, 
elles définissent deux partitions de G en classes disjointes. En vertu 
de (5) et (6), ces partitions se confondent respectivement avec la 
partition en classes à gauche et avec la partition en classes à droite. 
En particulier, les classes à gauche sont disjointes deux à deux; 
il en est de mème pour les classes à droite. 

Puisque la correspondance gH <> Hg”! est bijective, le cardinal 
de l’ensemble des classes suivant un sous-groupe reste le même, 
qu'il s'agisse des classes à gauche ou à droite. Il s'appelle indice 
-de sous-groupe Æ dans le groupe G et se note | G: HA |. 
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1. Exercice. |[Z:(n)| =. 
.2. Exercice. Le groupe Q ne contient aucun sous- 
groupe propre d'indice fini. 
2.4.3. Exercice. |S,:A,]|=2 pour n > 2. 
2.4.4. Exercice. Soient À, B deux sous-groupes d’un 
groupe G. On a alors 


|A: ANBI<]|G:B |. (7) 


Indication. Si les relations —,,—, déterminent les 
classes à gauche de G suivant PB et de À suivant À f] B respective- 
ment, la seconde est la restriction de la première à À. 


Chaque classe gH, Hg est équipotente au sous-groupe H comme 
le montrent les correspondances biunivoques h< gh,h< hg,h€H. 
En particulier, si le groupe G est fini, on calcule son ordre | G | en 
multipliant le cardinal | H | de chaque classe par le nombre | G: H | 
des classes. On est amené à un 


2.4.5. Théorème (Lagrange). Si H est sous-groupe d'un 
groupe fini G, on a 


IGI=1HI-IG:H]. (8) 


Il donne lieu à un corollaire important : l’ordre du sous-groupe 
divise toujours l’ordre du groupe. Puisque | a | = | (a) |, l'ordre de 
tout élément divise aussi l’ordre du groupe. 


2.4.6. Exercice. Tout groupe d'ordre fini est cyclique. 

2.4.7. Exercice. Soient À, B deux sous-groupes d'un grou- 
pe G tels que À < B. Les indices | G: B |, | B: À | sont tous deux 
finis si et seulement si l'indice | G: À | est fini. Si l'indice | G: À | 
est fini, on a 


IG: Al=1G:B|.|B:4 I. (9) 


C'est une généralisation du théorème de Lagrange (lequel a lieu 
pour À = 1). 
2.4.8. Exercice. L'intersection d'un nombre fini de sous- 
groupes d'indice fini est encore un sous-groupe d'indice fini. 
Indication. A l'aide des formules (7), (9), démontrer la 
formule 


IG ANBI|I<]1G:4/|:1G:B1|. (10) 


2.4.9. Exercice. L'intersection de tous les sous-groupes 
d'indice fini du groupe @, se confond avec le sous-groupe nul. Il 
en est de même pour tout autre sous-groupe propre du groupe Q. 

2.4.10. Exercice. Dans le groupe quasi cyclique Ua x 
il n'existe aucun sous-groupe propre autre que Cpn, n = 1, ze 
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En particulier, le groupe quasi cyclique ne contient aucun sous- 
groupe propre d'indice fini. 


Le dernier exercice montre que les sous-groupes propres des 
groupes quasi cycliques sont finis, bien que les groupes eux-mêmes 
soient infinis. Quels sont tous les groupes infinis dont les sous- 
groupes sont finis? Ce problème posé par O. Iou. Schmidt dans 
les années trente s’est avéré extrêmement ardu. Il va de soi que les 
groupes de ce type — appelés brièvement groupes de Schmidt — 
sont nécessairement périodiques. Nous dirons qu'un groupe est 
localement fini si tous ses sous-groupes de type fini sont finis. 
M. I. Kargapolov a établi (Sibirski matématitcheski journal, 1962, 
4, n° 1, p. 232-235) que, parmi les groupes localement finis, les 
seuls groupes de Schmidt sont les groupes quasi cycliques. Cela 
explique la difficulté du problème: on est amené d'opérer dans la 
classe des groupes périodiques, lesquels ne sont pas localement 
finis, où même la recherche d'exemples isolés reste extrémement 
difficile ; nous en reparlerons avec plus de détails dans le $ 23. Assez 
récemment, A. Iou. Olchanski (/zvestia Akademii naouk SSSR, 
série mathématique, 1980, 44, n° 2, p. 309-321) a indiqué un pre- 
mier exemple de groupes de Schmidt non quasi cycliques: les grou- 
pes en question sont infinis, engendrés par deux éléments, et tous leurs 
sous-groupes propres ont des ordres finis et même premiers. 


2.5. Classes d'éléments conjugués. Un role particulièrement 
important est joué dans les groupes par les sous-groupes suivant 
lesquels les classes à gauche et à droite se confondent. Un tel sous- 
groupe est dit normal, ou distingué, ou invariant. Plus exactement, 
on dit que le sous-groupe {7 d’un groupe G est normal dans G (nota- 
tion {1 < G) si l'on a Hzr = xl pour tout x appartenant à G. Si 
H<Get HG, on utilise la notation H < G. 

Il est clair que la condition Hx = xH est équivalente à la condi- 
tion x”7]/x = JT. On dit qu'un élément a est le conjugué d'un deuxie- 
me élément b par un troisième élément x si l’on a a = x-'bx. On 
utilise souvent la notation exponentielle: x-!'bx = b . I] est facile 
de voir qu'on a toujours | 


(ab) = a*b*,  (a*)Y = ax. (11) 
Si A, B sont deux parties d'un groupe, on a 

AB ={a|a€A,bEB}. 
On peut dire maintenant qu'un sous-groupe À d'un groupe G est 
normal dans G si et seulement si, pour chacun de ses éléments, il 


contient aussi tous ses conjugués par des éjéments appartenant à G, 
ou brièvement 


HG = H. 
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La première des formules (11) montre qu'une application du 
groupe G dans lui-même, telle que a :— a* (pour un x donné ap- 
partenant à G) est un isomorphisme. La partie M” est dite conjuguée 
de 7 dans le groupe G. D'une troisième façon, nous pouvons dire 
maintenant qu'un sous-groupe est normal si et seulement s’il se 
confond avec tous ses sous-groupes conjugués: c'est la raison pour 
laquelle on dit parfois autoconjugué au lieu de normal. Un groupe 
dont aucun sous-groupe propre n'est normal s’appelle groupe simple. 


2.5.1. Exemples. I. II. Puisque les groupes additif et 
multiplicatif d’un corps commutatif sont abéliens, leur sous-groupe 
quelconque est normal. 

III. Puisque toute permutation conjuguée d'une permutation 
paire est elle-même paire, on a A, < S,. 

IV. Soit nr > 2. Puisque det (ab) = det a -det b, toute matrice 
de déterminant 1 admet comme conjuguée une matrice de détermi- 
nant 4, aussi SL, (X) < GL, (X). Puisque les éléments diagonaux 
se trouvant en même position dans les matrices trigonales supérieures 
se multiplient pendant la multiplication des matrices, on a UT, (Æ) < 
<T, (X). En réalité, on vérifie que UT? (4) AT, (Æ) pour tout 
m1, 2, 22: 


2.5.2. E Xercice. Si p est premier, Z, est un groupe simple. 

2.5.3. Exercice. Si |G: H|]=2;onaH<cG. 

2.5.4. Exercice. Si 4 2G, B46G, alors AB<4G. 

2.5.5. Exercice. Il peut arriver que AQBet B<AC 
mais A AC 


Soit G un groupe quelconque. Définissons une relation = sur 
G en posant a — b si a, b sont conjugués dans G. Il est facile de 
montrer que — est une relation d'équivalence, i.e. qu'elle est réflexi- 
ve (a = a), symétrique (a = b = b = a) et transitive (a = b, 
be ca c). Aussi — divise-t-elle G en classes disjointes d'élé- 
ments conjugués, ou classes de conjugaison a6. En particulier, les sous- 
groupes normaux renfermeront chacun quelques classes de conjugai- 
son completes. 

À la différence des classes suivant un sous-groupe, les classes 
d'éléments conjugués ne sont pas toujours équipotentes. Dans le 
calcul de leur cardinal, un rôle décisif est joué par la notion de 
normalisateur. Soit M une partie d’un groupe G, et soit un sous- 
groupe de G. On appelle normalisateur de M dans H l’ensemble 


Na (M) ={hIREH, Mh = M}, 


qui est un sous-groupe de Æ, ce qui est facile à vérifier. Si l’on n’a 
pas indiqué le sous-groupe 4, on admet que le normalisateur a été 
pris dans le groupe G tout entier. De toute évidence, un sous-groupe 
est normal dans un groupe si et seulement si son normalisateur se 
confond avec le groupe tout entier. 
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2.5.6. Théorème. Si M est une partie du groupe G et H 
un sous-groupe de G, le cardinal de l'ensemble des parties conjuguées 
de M par des éléments de H est égal à l'indice | H: Ny (M) |. En 
particulier, 

[a ]=1G: #6 (a). 


Démonstration. Considérons une relation o entre les 
ensembles M”, x € H, et les classes à droite de FH suivant le sous- 
groupe V = N,; (M), en posant 


(M°)9 = Nz pour x € H. 


La relation q@ est univoque, car pour M* = MY on a Nz = Ny. 
Elle associe des éléments distincts à des éléments distincts, car de 
Nz = Nyil découle M* = MY. Enfin, œ est surjective, car tout Vz 
admet une image réciproque M*. Le théorème est démontré. 


2.5.7. Exemples. I. Il. Puisque les groupes additif et 
multiplicatif d’un corps commutatif sont abéliens, leur classe de 
conjugaison quelconque se réduit à un élément unique. 

III. Soit M un ensemble. Deux applications de S (47) sont conju- 
guées dans S (M) si et seulement si leurs décompositions en cycles 
indépendants contiennent un même nombre de cycles de chaque 
longueur, les cycles à un élément y compris (le nombre et la longueur 
sont interprétés au sens du cardinal). En effet, si 


a = (aus...) (Biz - . .) ( -.)..., 
a" = (ay, . . .) (BB...) ( . .)..., 


les cycles de même longueur étant écrits en face, alors on vérifie 
immédiatement que a’ = a*, où 


(re …. Babe :) 
Ce RO RES 
En particulier, deux permutations de S, sont conjuguées dans S, 
si et seulement si elles ont même structure cyclique: par exemple, 
la permutation (12) (3456) est la conjuguée dans S, de la permuta- 
tion (15) (2436) et ne l’est pas de (12) (345) (6). En ce qui concerne 
le groupe alterné A,, les éléments de même structure cyclique y for- 
ment soit une, soit deux classes de conjugaison équipotentes: cela 
ressort clairement du théorème 2.5.6 et de la relation | S, : A,| = 2. 
IV. Le lecteur se rappelle que la notion de matrices conjuguées 
occupe une place importante dans le cours d’algèbre générale. Pour 
les corps commutatifs À algébriquement clos, la question de conju- 
gaison des éléments de GL,, (X) est résolue complètement par le 
théorème de Jordan: deux matrices de GL, (X) sont conjuguées 
dans ce groupe si et seulement si elles se laissent réduire à une même 
forme de Jordan. 
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2.5.8. Exercice. Les ordres des éléments conjugués (et, 
en général, les cardinaux des ensembles conjugués) sont égaux. 

2.5.9. Exercice. Supposons qu'une permutation a de S, 
se décompose en cycles indépendants de longueurs n,, ..., n, 
Dr; = n. Calculer | Vs. (a) |. 

2.5.10. Exercice. Vérifier la formule 


lin (af) pour j=n, 
dt (B)£i5(œ) d(B)= À tas ($-) pour in, 


t;5(&) dans les autres cas. 


A l’aide de cette formule, vérifier qu'on peut poser r = 0 dans 
l'exemple 2.2.2.IV. 

2.5.11. Exercice. Les normalisateurs de tous les conjugués 
des éléments donnés forment une classe de conjugaison. 

2.5.12. Exercice. Soit un groupe de matrices de la forme 
(a) , « 5 0, sur le corps Q. Indiquer dans ce groupe un sous- 
groupe conjugué de l’un de ses sous-groupes véritables. 

2.5.13. Exercice. Si À est un sous-groupe d'indice fini 
dans un groupe G, l'intersection 

N= fN À° 
xEG 
est un sous-groupe normal d'indice fini dans G. 
Indication. Utiliser le théorème 2.5.6 et l'exercice 2.4.8. 


$ 3. Centre. Commutant 


Nous avons vu qu'un groupe arbitraire peut différer sensiblement, 
d’après ses propriétés, d’un groupe de nombres. Cette différence 
s'explique, dans bien des cas, par la non-commutativité. Cette 
propriété a pour mesure le centre et le commutant : plus le centre 
est grand et moins le commutant est grand, plus le groupe est proche 
d’un groupe abélien. 


3.1. Centre. Soient M une partie d’un groupe G et H un sous- 
groupe de G. Nous avons appelé normalisateur de M dans H l’en- 
semble des éléments de H qui commutent avec M tout entier. On 
peut aussi considérer l’ensemble des éléments de À qui commutent 
avec M élément par élément, ï.e. 


Cr (M)={z|xzEH, m°=m pour tout m € M}. 


Cet ensemble s’appelle le centralisateur de M dans H; on voit 
sans peine que c’est un sous-groupe normal du normalisateur Vy (M). 


42 DÉFINITION ET PARTIES PRINCIPALES (CH. 1 


Si M se réduit à un élément unique, il va de soi que son normalisateur 
et son centralisateur dans À se confondent. Si le sous-groupe H 
n'est pas indiqué, on admet que le centralisateur est pris dans G 
tout entier. 

Le centralisateur du groupe G tout entier s'appelle centre et se 
note Z (G). De toute évidence, un groupe est abélien si et seulement 
s’il se confond avec son centre. Il est clair que l'unité est toujours 
contenue dans le centre. Si le groupe ne contient aucun élément 
central sauf l’unité, il s'appelle groupe de centre trivial et même 
groupe sans centre. Remarquons en outre que tout sous-groupe du 
centre est normal dans Île groupe. 

A titre d'illustration, définissons les centres dans les groupes I 
à IV du $ 1. 


3.1.1. Exemples. I. Il. Puisque les groupes additif et 
multiplicatif d’un corps commutatif sont abéliens, ils se confondent 
avec leur centre. 

JII. Il est évident que les groupes S, et A, sont abéliens et se 
confondent donc avec leur centre. Ensuite, toute permutation non 
identique dans S,, décomposée en cycles indépendants se présente 
sous Ja forme (ij ...) (...)... On vérifie immédiatement qu'elle ne 
commute pas avec la transposition (j*) pour r > 3, ni avec le cycle 
à trois éléments (jkl) pour n > 4 (les lettres différentes désignent 
des symboles différents). Cela veut dire que les groupes S, et A, 
admettent un centre trivial pour nr > 3 et n > 4 respectivement. 

IV. Soit À un corps commutatif. Les centres des groupes 
GL, (ÆX), SL, (Æ) sont formés par des matrices scalaires contenues 
dans ces groupes. En effet, toute matrice scalaire est évidemment 
contenue dans le centre. Réciproquement, si a est un élément central 
de GL, (Æ) ou de SL, (X), il commute avec toutes les transvections 
ti = ti (1), ie. at;, = lija. D'où l'on déduit sans peine que 

ai} — 0, Gi — ay; pour tout i j; 

i.e. a est une matrice scalaire. Dans les calculs analogues à celui-ci, 
nous conseillons au lecteur d'écrire chaque matrice x sous la forme 
D Zystrs et d'employer la table de multiplication connue des unités 
matricielles : 
e;, pour j=—r, 

is P 4 (1) 
0 pour j £r. 


Des raisonnements analogues montrent que le centre du groupe 
T,(X),1X | 2, est formé par toutes les matrices scalaires non 
nulles et que les matrices centrales du groupe UT (Æ) sont exacte- 
ment celles qui ne diffèrent de la matrice e que par le bloc supérieur 
de droite d'ordre m. En particulier, 


Z (UT, (K))= UTr (A) = {tin (a)la € A}. (2) 


Cijlrs — 


& 4] CENTRE. COMMUTANT : 33 


Le groupe D, (Æ) est abélien et se confond donc avec son centre. 


3.1.2. Exercice. Chercher le centralisateur d’une matrice 
diagonale dans GL, (X). 

3.1.3. Exercice. Le centralisateur d'un sous-groupe normal 
est encore un sous-groupe normal. 

3.1.4. Exercice. Si H est un sous-groupe normal fini d'un 
groupe G, son centralisateur est d'indice fini. 

Solution: 


IG:C:(H)l=1G: n CIS | 1G:Cc (SIA 
xeH xcH 


3.1.5. Exercice. Le groupe de matrices Us .azÆ0, 


sur un corps commutatif autre que GF (2) a un centre trivial. 

3.1.6. Exercice. |2Z(GL, (q))1 = qg—1,12Z(SL, (q)) |= 
— pgcd (7, g —'1). 

3.1.7. Exercice. Le centre d'un produit direct (cartésien) 
se confond avec le produit direct (cartésien) des centres des facteurs. 


3.2. Commutant. Il est évident que deux éléments a, b d'un grou- 
pe G commutent si et seulement si a-'b-lab — e. Le premier membre 
de cette relation s'appelle commutateur des éléments a, b (pris dans 
cet ordre) et se note {a, b]. Le sous-groupe engendré dans G par 
tous les commutateurs s'appelle le commutant de G. Il est clair qu'un 
groupe est commutatif si et seulement si son commutant est égal 
à l'unité; en général, le commutant est pour ainsi dire la mesure 
de la non-commutativité. 

D'une façon plus générale, étant données deux parties L, M 
d'un groupe G, leur commutant réciproque est le sous-groupe 


[L, MI = gr{la, bl|atL, bE M). 
Puisque 
a, bF = la, b], 


le commutant réciproque de deux sous-groupes normaux est lui-même 
un sous-groupe normal. En particulier, le commutant [G, G] du 
groupe G est un sous-groupe normal. Prenant le commutant d'un 
commutant et ainsi de suite, nous obtenons une suite décroissante 
de sous-groupes normaux 


G>G>G"... 
appelée série de commutants du groupe G. Le commutant est parfois 
appelé groupe dérivé, et la série de commutants, série dérivée. 
Voici quelques relations utiles entre commutateurs, qui se lais- 
sent vérifier immédiatement : 
= = ai 
[a, b]r1 = [b, al, lab, cl — {a, cÜ [b, c], lat, b] = [b, al . (3) 


3—-01533 
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Reprenons comme précédemment les groupes I à IV du $ 1 
afin d'illustrer la notion introduite. 


3.2.1. Exemples. I. II. Puisque les groupes additif et 
multiplicatif d’un corps commutatif sont abéliens, leurs commutants 
sont égaux à l'unité. | 

III. Il est évident que [S,, S,] = 1, [A:, A] = 1. Ensuite 


[A Al ={1, (12) (34), (13) (24), (44) (23). (4) 


En effet, on vérifie immédiatement que le second membre jest un 
sous-groupe (appelé Vierergruppe ou 4-groupe de Klein). C'est même 
un sous-groupe normal dans A;, car il contient toutes les permuta- 
tions du type (++) (++); or, nous savons que le type cyclique d’une 
permutation reste inchangé par toute conjugaison. Puisque A, 
est engendré par les différents cycles à trois éléments, pour qu'il y ait 
inclusion =, il suffit, compte tenu des formules (3) et de la normali- 
té du second membre de (4), que les commutateurs produits par les 
cycles à trois éléments soient inclus au second membre. Or, cela 
ressort immédiatement des relations 


[(Gjk), (01 = (ÿ) (D), (ik), ()] = (à) (Gk) 


immédiates elles aussi (les lettres différentes désignent des symboles 
différents). Les mêmes relations prouvent qu'il y a aussi Jinclusion 
réciproque. Enfin, 
[Sn Snl = An pour tout n, (5) 
[A,, Anl = A, pour n > 5. (6) 


En effet, le commutateur de deux permutations quelconques de S, 
est une permutation paire et appartient donc à A,. D'autre part, 


(4) = L(Gk), (1 = T(&I), (im)] 


(les lettres différentes désignent des symboles différents). Puisque A, 

est engendré par des cycles à trois éléments, notre assertion est dé- 

montrée. | 
IV. Soit À un corps commutatif. On a toujours 


[GL, (Æ), GL, (K)] ny SL, (K), (7) 
[SL, (X}, SLA (X)] = SL, (K), (8) 
à l'exception du groupe GL, (2) dans (7) et des groupes SL, (2), 
SL, (3) dans (8) (remarquons d’ailleurs que GL, (2) = SL, (2), 
si bien qu'on n’a que deux exceptions). En effet, le déterminant 


du commutateur de deux matrices quelconques est égal à 1, aussi 
les inclusions © sont-elles évidentes. D'autre part, nous savons 
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que SL, (X) est engendré par des transvections. Il est facile de voir 
que 


UT (a), (4) (B)] = li; (ap) pour i, js k différents, (9) 
{tusQ@), diag QB … B=ty(a (fe —1)). (10) 


En vertu de (9), on a aussi les inclusions réciproques pour r => 3. 
Soit maintenant nr = 2. Puisque pour | À | > 2 on peut choisir 
B, < B: dans (10),.la formule (7) a lieu pour tous les groupes sauf 
pour GL, (2). Puisque pour | X | => 3 on peut choisir f, = B., 
Be = 1, ‘a formule (8) a lieu pour tous les groupes ‘sauf pour 
SL, (2), SL, (3). Les groupes indiqués doivent vraiment être excep- 
tés: on montre qu'ils ne vérifient pas les formules (7), (8). 
D'une façon analogue, utilisant les formules (3), (4) du paragraphe 
précédent Jet les formules (9), (10), nous montrerons que 


IT, (K), Ta (A) = UT, (K) pour |K|>2, (11) 


TUTZ (4), UT: (A) = UTY (K). (12) 
Pour | X | = 2, . A (11) cesse d'être vraie, mais on a dans 
ce cas T, (ÆX) = UT, (X), si bien que la formule (12) reste appli- 


cable. 


3.2.2. Lemme. Soient G un groupe quelconque, À, B ses 
deux sous-groupes, H = gr (A, B). Alors 
[A, B}, À (4, B], B1A, B] sont normaux dans H, (13) 
A [4, B]-B14, Bl = H (14) 
(4, BJ = gr (gr (C4))8, (15) 
où C={la, bjj|iel,jEJ} si A=gr(aliel), B = 
= gr (b;|jE J). 


Démonstration. La seconde des identités (3) montre que 
le sous-groupe À normalise [4, B]; il s'ensuit que les conclusions 
(13) et (14) deviennent alors évidentes. Démontrons (15). Puisque 
Ca IA, B]<H, on a évidemment D < [4, B], où D désigne le 
second membre de (15). Vérifions maintenant que [4, B]< D. Il 
s’agit de montrer es 

[as ie ai” : ps! it bj"]E D pour e= +1, ôy= +1. 


Il vient 
b 
(as! … ai") 1 — (ai [a:,, b;])° sa (ai, [ai b;])'"— 


= dj! … PTE À fegr(C*), 
3° 
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i.e. 
[a, blEgr(C"), où a=a! …. aim, 
D'où 
ô ôna ô ô 
(ji... bn) = (b5 [b5,, a]) ‘ ... (b;, lb;,, a])" = 


=b;...bj"d, dED, 
ce qu'il fallait démontrer. 


Soient maintenant a, ai, ... et À,, A+, ... respectivement 
éléments et sous-groupes d'un groupe. Posons par récurrence , 


[a;, 7 an+1] — [la, 9 ne An+i} 
(A1, ss : An+l à [[A;, re A], An +1] 


pour n > 2. 


3.2.3. Lemme des trois commutants. Soient 
À, B, C trois sous-groupes d'un groupe et H un sous-groupe normal 
de ce dernier. Si deux quelconques des commutants 


4, B, CI, [B, C, AI, IC, À, BI| 
sont contenus dans H, il en est de même du troisième. 


Démonstration. Elle découle de la relation élégante qui 
se vérifie immédiatement (identité de Ph. Hall): 


la, b-1, cl [b, ct, al lc, at, bo = 1. (10) 


3.2.4. Exercice. (Chercher les séries dérivées dans les 
groupes Ss, Si. 
3.2.5. Exercice. Chercher les commutants dans les groupes 
SL, D SL, (3). 
6. Exercice. Si À, B, C sont trois sous-groupes nor- 
maux d’un groupe, on a [AB, C] = [4, CI-[B, CI. 

3.2.7. Exercice. Le commutant d’un produit direct de 
groupes est le produit direct des commutants des facteurs. Peut-on 
mettre « cartésien » au lieu de « direct »? 

3.2.8. Exercice. Chercher le commutant du groupe de 


matrices (1) , « Æ O sur un corps commutatif et montrer que 


chaque élément de ce commutant est un commutateur. 

Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que le commutant 
d'un groupe ne se réduit généralement pas à des commutateurs. Il 
existe même des groupes finis où le produit de deux commutateurs 
n'est égal à nucun commutateur. Avant de terminer ce paragraphe, 


C4 
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nous donnerons un exemple de groupe de ce type avec une esquisse 
de la démonstration : 


3.2.9. Exemple. Définissons un ensemble S de dix symboles 
régi par la table de multiplication suivante: 


14 a BB y 6 x À pv 0 

1 1 a PB y 6 x à v 0 
a @æ O x À pu 0 0 0 0 0 
B B 0 0 v 0 0 0 0 0 0 
0 0 60 0 0 0 0 0 0 

À À 0 0 0, 0 0 0 0 0 0 
x x O0 0 0, 0 0 0 0, 0 0 
À À 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
u mu 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
v v 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


On voit sans peine que la multiplication dans S est associative : on 
dit alors que S est un demi-groupe. Soit À un anneau de demi- 
groupes pour #, sur le corps GF (2), ï.e. l’anneau des combinaisons 
formelles 


ni + ra + np + ny + n,0 + n6x + n3À + nau + nov + n100 


à coefficients dans GF (2), par rapport aux opérations d'addition 
et de multiplication naturelles. Soit enfin G l'ensemble des 
matrices sur À de la forme 


14 zx y 
a—|0 1 x : 
0 O 1 
On vérifie facilement que G est un groupe d'ordre 2% et que si 
À u v 4 O0 zu—uzx 
b—1|0 1 ul}, alors [a, bJ [0 1 0 . (17) 
0 O1! 0 0 1 


Nous dirons que zu—uzx est le commutateur annulaire de z et u. 


3.2.10. Exercice. L'élément u + v est une somme de deux 
commutateurs annulaires sans être un commutateur annulaire lui- 
même. 

3.2.11. Exercice. Compte tenu de (17), continuer l'exercice 
précédent et indiquer dans G un produit de deux commutateurs qui 
n'est plus un commutateur. 


CHAPITRE 2 


HOMOMORPHISMES 


$ 4. Homomorphismes et groupes quotients 


&.1. Définitions. D'après une des définitions initiales, l'appli- 
cation d’un groupe dans un autre est un isomorphisme si elle est 
biunivoque et si elle conserve l'opération. Abandonnant la première 
exigence, on aboutit à la notion d'homomorphisme : l'application @ du 
groupe G dans le groupe G* est appelée homomorphe, ou homomor- 
phisme, si (ab)° = a%b® pour deux éléments quelconques a, b de G. 


4.1.1. Exemples. I. L'application Z—7Z, qui fait cor- 
respondre à un entier relatif son résidu modulo n est une application 
homomorphe. Soient p un nombre premier et e, une racine primitive 
p"-ième de 1 sur le corps des nombres complexes, et soient e,8, = €, 
n =1,2,... L'application Q, —C,+ qui fait correspondre à une 
fraction p-aire m/p" un nombre complexe e”* est bien déterminée 
et est un homomorphisme. | 

II. L'application %* —+Z* qui fait correspondre à chaque nom- 
bre dans ?* son signe est un homomorphisme. 

III. L'application S, ——Z* qui fait correspondre à chaque permu- 
tation son signe en fonction de sa parité est un homomorphisme. 

IV. Quelques autres exemples d’homomorphismes : l'application 
GL,, (K) — X* qui fait correspondre à une matrice son déterminant ; 
l'application T, (X) — D, (Æ) qui fait correspondre à une matrice 
trigonale sa diagonale; l’application UT, (K}—K®...@K 
(nr — m fois) qui fait correspondre à une matrice zx la ligne (xz,, 441, 
To, mt2s + - +1 Tn-m, m}° 

Nous voyons que certaines propriétés de l'opération algébrique 
risquent de disparaître dans une application homomorphe : un groupe 
non commutatif peut devenir commutatif, un groupe apériodique 
peut devenir périodique et ainsi de suite ; d'autre part, les traits les 
plus remarquables, tels que la finitude, la commutativité, etc. res- 
tent inchangés par tout homomorphisme. On peut dire que toute 
image homomorphe d’un groupe G est un vague souvenir, où seuls 
restent les traits les plus marquants de G au point de vue de l’homo- 
morphisme « témoin oculaire ». Pauvre en détails, il caractérise mal 
le personnage; or, il n’en est que plus facile à étudier. En outre, il 
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suffit d'interroger plusieurs témoins oculaires pour rassembler toute 
l'information nécessaire sur G. Par exemple, sachant que les groupes 
Te, Z - -. sont des images homomorphes du groupe G, on peut 
affirmer que G est un groupe infini, bien que la connaissance de cha- 
que image isolée ne permette pas de conclure à l'infinitude. 


4.1.2. Exercice. L'image homomorphe d'un sous-groupe 
(normal) est un sous-groupe (normal). La restriction d’un homomor- 
phisme à un sous-groupe est un homomorphisme du sous-groupe. 


Soit o un homomorphisme d'un groupe G dans un groupe G*. 
L'ensemble des éléments de G dont l'image par œ est l’unité s’appelle 
noyau de l’homomorphisme q et se note Ker ç. Le noyau de tout ho- 
momorphisme est un sous-groupe normal. Soit en effet Ker q = H. 
Puisque 

(HH)9 — HoHS — 1, (H-1)9 —= (H9®)-1 —— 1, 
(HG) = (Ho) = 1, 
on a 
HHSH, H1<H, HC<SH 


Or, cela revient à dire précisément que # <G. Ensuite, on comn- 
prend facilement que le noyau de l'homomorphisme œ est trivial 
(Ker @ = 1) si et seulement si @ est un isomorphisme. Dans le cas 
général, on peut dire que le noyau de l’homomorphisme est inverse- 
ment proportionnel à la force de sa mémoire : plus le noyau est vaste, 
moins l'homomorphisme a de mémoire. Un homomorphisme qui n’a 
pratiquement plus de mémoire se rappelle seulement que le groupe 
avait une unité. 

Il se trouve que les sous-groupes normaux du groupe sont les 
seuls noyaux d’homomorphismes, i.e. que chaque sous-groupe nor- 
mal est noyau d’un homomorphisme. Il existe un procédé canonique 
de recherche d’un homomorphisme d’après son noyau. Soient G 
un groupe, À son sous-groupe normal, G/H l’ensemble des classes de 
G suivant À (il ne sert à rien de préciser si la classe est à gauche ou 
à droite : elles se confondent toutes, car H est normal). On voit sans 
peine que a -bH = abli, i.e. que l’ensemble G/H est fermé par 
rapport à la multiplication des classes élément par élément. On vé- 
rifie sans difficulté en outre que G/H est un groupe par rapport à 
cette multiplication; il porte le nom de groupe quotient du groupe G 
par son sous-groupe normal #. L'unité dans le groupe G/H est la clas- 
se H ; l'inverse de la classe a est la classe a-!H. Soulignons que la 
classe a H est une classe d'éléments dans le groupe G, tandis que dans 
le groupe G/H elle n'est pas une classe mais un élément. On voit 
immédiatement que la surjection œ: G — G/H régie par la loi g° — 
—= gH est un homomorphisme. De tels homomorphismes sont dits 
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naturels ou canoniques. Ils résolvent notre problème: c'est A qui 
constitue le noyau de l’homomorphisme naturel G — G/H. 


.. 4.1.3 Exercice. Un groupe quotient d’un groupe cyclique 
est un groupe cyclique. 

4.1.4. Exercice. Le groupe quotient G/H est abélien si et 
seulement si contient le commutant [G, Gl]. 


Une autre approche de la notion de groupe quotient, différente 
de celle qui précède, donne lieu à un 

4.1.5. Exercice. Une relation d'équivalence — introduite 
dans un groupe est appelée congruence si l'on a toujours 


a b, a" = b" = aa = bb’. 


Le produit de deux classes de congruence est encore une classe 
de congruence. L'ensemble G/— de toutes les classes de congruence 
est un groupe par rapport à la multiplication des classes. 11 s'appel- 
le groupe quotient du groupe G par la congruence —. Une notion ana- 
logue s'obtient sans peine pour un système quelconque muni d'opé- 
rations. 


4.1.6 E xercice. Toutes les congruences dans un groupe sont 
en correspondance biunivoque avec les sous-groupes normaux de G. 
En effet, si H < Get si l’on a par définition 


a ba bEeH, 


la relation — est une congruence et les classes de G suivant 7 sont 
des classes de congruence. Réciproquement, étant donnée une con- 
gruence — dans G, l’ensemble 77 des éléments congrus à l'unité est un 
sous-groupe normal dans G et les classes de congruence sont des clas- 
ses de G suivant /7. Les groupes quotients par les congruences se con- 
fondent doné avec les groupes quotients par les sous-groupes normaux. 
Dans d’autres systèmes munis d'opérations, la notion de système 
quotient par les congruences a lieu comme précédemment, bien qu'on 
n'y trouve parfois rien qui ressemble à un sous-groupe normal. Ainsi 
donc, l’approche définie dans l'exercice 4.1.5 est équivalente à la 
précédente quand on examine des groupes; dans une situation plus 
générale, c'est la première approche qui est la meilleure. 


4.1.7. Théorème. (Passage au quotient. Rang.) Si FH est un 
sous-groupe normal d'un groupe G, on a 


rang G < rang H + rang G/H. 


Démonstration. Soient r, s les rangs des groupes H et 
G/H respectivement. Choisissons une partie finie ÀAf de G et considé- 
rons dans le groupe quotient G/H le sous-groupe engendré par les 
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éléments zH, x E M. Comme il s'agit d’un groupe de type fini, on 
peut choisir dans gr (M) une partie S de cardinal s, telle que 


gr (H|zEM)=g (HIxEes). 
Attribuons une notation déterminée à chaque x € M: 
ZT = ZLstn, TsEgr(S), zx EH. 


Puisque gr (zx | z € M) est un sous-groupe de type fini dans 77, il 
est engendré par une partie À de cardinal <r. On voit maintenant 
que gr (M) = gr (R U S), i.e. que rang G <r +s. 


4.2. Théorèmes des homomorphismes. Soient G un groupe, H un 
sous-groupe de G. Désignons par ZL (G, H) l’ensemble des sous- 
groupes de G qui contiennent H. En particulier, L (G, 1) est l’en- 
semble des sous-groupes de G. On a un théorème sur la correspondance 
des sous-groupes par un homomorphisme. 


4.2.1. Théorème. Etant donné un homomorphisme canonique 

: G— GIH, il existe une application: L(G, H)— L (G/H, 1) qui 
fait correspondre aux sous-groupes dans L (G, H) leurs images par ®. 
Cette est une bijection. Deux sous-groupes À, B de L(G, H) 
sont conjugués dans G si et seulement si leurs images AŸ, BYŸ le sont 
dans G/H. En particulier, À est un sous-groupe normal dans G si et 
seulement si AŸ l'est dans G/H. SiA £ B,ona|B:A|=—=1]BY: AVI. 


Démonstration. L'application 1 fait correspondre aux 
sous-groupes différents À, B de L (G, H) des sous-groupes différents : 
siat A,aé B,onaa®E€ A9, a & B9. En effet, si af € F9, on aurait 
at = b®,bEB,d'où bat H£LB,a€B contrairement à l’hypo- 
thèse. Ensuite, pest une surjection, car L' image réciproque d'un sous- 
groupe donné À de G/H par 4 est l’image réciproque de À par q. On 
vérifie tout aussi aisément que 


— 4" B9 = (49°. 


Enfin, si À < B, il existe une correspondance biunivoque entre les 
classes à gauche de B suivant À et les classes à gauche de Z3Ÿ suivant 
AŸ, car 


zx” y € A > (xH)” (yH) € A/H. 
Le théorème est démontré. 


Il se trouve que les homomorphismes d’un groupe se réduisent. 
pratiquement tous à des homomorphismes naturels ; plus exactement, 
tout homomorphisme s’obtient en opérant un homomorphisme cano- 
nique suivi d’un isomorphisme. Nous allons voir que les « homo- 
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morphismes ayant même noyau se rappellent, tous, les.mêmes traits 
du groupe : leurs souvenirs sont isomorphes ». 


4.2.2. Théorème. Si est un homomorphisme d'un groupe G 
de noyau H, on a G9 & GIH. Bien plus, l'homomorphisme @ revient à 
opérer d'abord l'homomorphisme canonique e: G—-G/H et puis un 
isomorphisme Tt: G/H — G9. 


Démonstration. Caractérisons l'application 1: G/H + 
— G% en posant 


(zH)* = 29 pour x EG. 


C'est bien une application, car de xH = yH il ressort que x? = y®. 
L'application t fait correspondre aux éléments différents des élé- 
ments différents, car x% — y implique z-!y € H. Ensuite, t est une 
surjection, ce qui est évident. Enfin, t conserve la multiplication, 
car 


(cH y)" = (cyH)S = (zy)9 = 26y6 = (xH)T (yA)*. 


Donc t est un isomorphisme de G/H sur G®. Il est clair maintenant 
que @ = et. Le théorème est démontré. 


A titre d'illustration, appliquons ce théorème aux exemples 4.1.1. 
Calculant les noyaux des homomorphismes signalés, on obtient les 
formules suivantes: 


Zl(n) = Th, (1) 
Q,/Z = Cp, (2) 
S/An IE, (3) 
GL, (X)/SL, (4) æ K*°, (4) 
T, (X)Y/UT,(X) = D, (K) =A*X Le. X K°: (5) 
| n fois 
UTE (X)/UTF1 (A) = KG .. : © À. (6) 
n-m fois 
Au moyen du théorème 4.2.2, poursuivons l'étude de l'application 


: L(G, H) — L (G/H, 1) définie dans le théorème 4.2.1 et mon- 
te que les sous-groupes normaux correspondants définissent des 
groupes quotients isomorphes. 


4.2.3. Théorème. SSH<G, ALGetH<LAÀA,ona 
(G/H)/(A/H) = G/A. 


Démonstration. Etablissons la relation œ: G/H — G/A 
en posant 


(zH)9 = zA pour z EG. 
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C'est une application, car de zH = yH il ressort que z-!y € H < À, 
zA = yA. Ensuite, y est une surjection, ce qui est évident. Enfin, 
ç@ conserve la multiplication, car 


(zH yH)9 = (zyH)9 = zyA = zA .yA. 


Ainsi donc, est un homomorphisme de G/H sur G/A. On a évidem- 
ment Kerw = À/H, donc AÀ/H < G/H, tandis que l’isomorphisme 
résulte du théorème 4.2.2. 


4.2.4. Théorème. Si A<B<Get H<G,ona 
BH/AH = B/A (B NH). 


En particulier, 


BHIH = BIB NH. 


Démonstration. Il est évident que AH < BH et que 
la restriction au sous-groupe B de l’homomorphisme naturel BH — 
— BH/AH admet comme noyau B f\ AH et comme image BH/AH. 
Appliquant le théorème 4.2.2 à cette restriction, on obtient BH/AH = 
& BIB fN AH. Il ne reste qu'à faire intervenir l'égalité évidente 
B fN\ AH = À (B f\H). Le théorème est démontré. 


4.2.5. Exercice. SiG = À X B,onaG/A = B. 
4.2.6. Exercice. Soit Æ un sous-groupe de C* composé 
de tous les nombres complexes de module 1 ; soit R** le groupe mul- 


tiplicatif des nombres réels strictement positifs. On a alors C*/H = 
æ RE. 


Le lecteur connaît sûrement, du cours d’algèbre générale, ce que 
sont un groupe, un sous-groupe, un sous-groupe normal, un homomor- 
phisme, un groupe quotient ; nous croyons cependant utile, dans un 
livre intitulé Eléments de la théorie des groupes, de faire un bref 
rappel des notions connues. Il est probablement superflu de rappeler 
des notions analogues telles qu'un sous-anneau, un idéal, un homo- 
morphisme d’anneaux et un anneau quotient. Un lien fort intéres- 
sant apparaît entre les premières et les secondes notions quand on 
étudie les groupes de matrices sur les anneaux. 


4.2.7. Exercice. Soit À un anneau associatif unitaire, et 
soit G un groupe de matrices d'ordre n sur À. Si a est un idéal dans 
K, alors 


Ga ={e+ale+aeG, ay£c} 


est un sous-groupe normal dans G. Il s’appelle sous-groupe de con- 
gruence principal modulo a, et ses surgroupes sont appelés sous- 
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groupes de congruence de G. Tout homomorphisme d'anneaux q : . K— 
— K” induit un homomorphisme de groupes @&: G —> G” régi par la 
loi 


(gi) = (8%), g EG. 


Son noyau est Ker @& = Gxero. Par exemple, l'homomorphisme 
Z — m induit l'homomorphisme SL, (2) + SL, (: ») dont le 
noyau (le m-ième sous-groupe de congruence principal) se note F,, (m). 
Chaque F, (m) est d'indice fini dans SL, (:). En général, l'homo- 
morphisme d'anneaux X — K/a induit des homomorphismes de 
groupes GL, (A) — GL, (Æ/a), SL, (X) — SL, (Æ/a),  etc.; 
leurs noyaux — les sous-groupes de congruence principaux modulo 
a — se notent respectivement GL, (X, a), SL, (Æ, a), etc. 
En particulier, F, (m) = SL, (7, mZ 7). 


En liaison avec le dernier exercice, on voit se poser un tres im- 
portant problème de congruence pour le groupe matriciel G: tout 
sous-groupe d'indice fini dans G contient-il G, suivant un idéal 7 
d'indice fini? Nous citerons en page 185 un des tous premiers exem- 
ples de solution positive du problème de congruence. Notons que 
J. L. Mennicke (Ann. Math., 1965, 81, n° 1, p. 31-37) et indépendam- 
ment H. Bass, M. Lazard et J.-P. Serre (Bull..Amer. Math. Soc., 1964, 
70, n° 3, p. 385-392) ont trouvé une solution positive du problème 
de congruence pour le groupe SL, (7), r > 3 (pour nr = 2 la solu- 
tion négative était connue depuis longtemps). Le travail de Men- 
nicke est accessible à un étudiant de deuxième année. 


4.2.8. Exercice. Soient p un nombre premier, m,.n deux 
entiers naturels, m > 2. Considérons dans GL, (Z,m) les sous- 


groupes de congruence principaux 


P; = GL, (Z,m, p'Z,m), 
i.e. 


Pr, = {e + p'alaeM, (Z,m)}, k=1, 2, 


On demande de montrer que SAPPIIEANEN Pr: Pr — Pm-, régie 
par la loi | 


e+ pae+p""la, a€M, (Z,m), 


est un homomorphisme surjeclif (épimorphisme) de noyau P,.,. Cet 
homomorphisme se confond avec l'élévation des matrices à la puis- 
sance p""*-1, à l'exception du cas où p = 2 et k = 1. 
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4.3. Produits sous-cartésiens. Rappelons que le produit direct 
G=1[c, (7) 
it 7 
est composé de fonctions f: Z — |] G; telles que 
iEl 


19 f(i) EG; pour tout iE Z, 
2° | supp (f) | << ce. 
On vérifie sans difficulté que la partie 


G={IfEG f{) =epour j Fi} 


est un sous-groupe normal dans G, qui est isomorphe au facteur G;, 
car f —+ f (i). En vertu de cet isomorphisme, G; est souvent identifié 
à G;, auquel cas on a G; <6G, le groupe G est engendré par les sous- 
groupes G; et chaque élément g de G peut s'écrire sous la forme 


BE = Bi +. Bin BE Gi (8) 


où tous les symboles ë,, ..., i, sont distincts et les facteurs diffé- 
rents de l’unité se déterminent d'une façon unique par l'élément £g. 

Cette remarque permet de donner une définition intérieure 
du produit direct, à la différence de sa définition extérieure 
qui a été formulée dans le chapitre 1. 

Soit un groupe G engendré par ses sous-groupes normaux G;; 
chaque élément g de G se laisse écrire sous la forme (8), où les sym- 
boles i,, ..., in sont tousdistincts et les facteurs différents de l'unité 
se laissent définir d’une façon unique par l'élément g. On dit alors 
que le groupe G se décompose en produit direct de ses sous-groupes Gi. 
Il est évident que le groupe G se décompose en produit direct de ses 
sous-groupes G; si et seulement si G est isomorphe au produit direct 
des groupes abstraits G;. Pour cette raison, la notation (7) utilisée 
pour le groupe G décomposable en produit direct de sous-groupes G; 
est la même que pour le produit direct de groupes abstraits G;. En 
notation additive, on parle de la décomposition en somme directe et 
l'on écrit 


G=:G90...BGm G—->)6G.. 


4.3.1. Exemples. I. Le groupe additif du corps © se dé- 
compose en somme directe du sous-groupe des nombres réels et du 
sous-groupe des nombres imaginaires purs: € — 7% @ ik. 

IT. On a évidemment 


Q*—(—1) x IT Gp). 
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III. Le 4-groupe de Klein se décompose en produit direct de deux 
sous-groupes du second ordre: 


{1, (12) (84), (13) (24), (14) (23)} = ((12) (34)) X ((13) (24)). 
IV. On a évidemment 
D, (A)=G X... X Gn, 


où G; est un sous-groupe de D, (Æ), dont chaque matrice a ses élé- 
ments diagonaux 1 sauf l'élément en position i. 


4.3.2. Exercice. Un groupe G se décompose en produit di- 
rect de ses sous-groupes normaux G; si et seulement si G est engendré 
par les G, et toute relation gs, . .. gim —= € donne lieu aux relations 
En =... = Lim = € (gi E Gi, tous les symboles sont différents.) 

4.3.3. Exercice. Un groupe G se décompose en produit di- 
rect de ses sous-groupes normaux G; si et seulement si G est engendré 
par les G; et 


Gi Ng(G; 1j i) = 1 pour tout i. 


4.3.4. Exercice. Un groupe cyclique d'ordre mn, où m 
et x sont premiers entre eux, se décompose en produit direct de ses 
sous-groupes d'ordres m, n. 

4.3.5. Exercice. Soit p un nombre premier. Un groupe 
cyclique d'ordre p” ne peut pas être décomposé en produit direct de 
ses sous-groupes. 

4.3.6. Exercice. Le groupe additif du corps Q ne peut pas 
être décomposé en produit direct de ses sous-groupes. 


Un sous-groupe À du produit direct (7) s'appelle produit sous- 
direct des groupes G; si la projection de À sur chaque facteur G, se 
confond avec G, tout entier. Soulignons que le produit sous-direct 
ne se définit pas par ses facteurs d’une façon unique. Il est évident 
que chaque sous-groupe du produit direct est produit sous-direct de 
ses projections. Ce n'est pas toujours un produit direct : un contre- 
exemple est fourni par la diagonale D du carré direct G X G, qui 
est constituée par des couples (g, g) , 8€ G. 


4.3.7. Exercice. Soient un groupe G = G, X G;:, À un sous- 
groupe de G, À, sa projection sur le facteur G;, i = 1, 2. Montrer que 
A se décompose en produit direct À, X À, si et seulement si 4; — 
= G; N À, i = À, 2. 

4.3.8. Exercice. Soit G = G, X G+:, où G1, G: sont des 
groupes finis d'ordres premiers entre eux. Tout sous-groupe 4 < G 
se décompose en produit direct de ses projections sur les facteurs G;, 
Ga. 
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Si G est produit sous-direct de groupes finis, il est évident que 
tout ensemble fini d'éléments de G est contenu dans un sous-groupe 
normal fini. Cette propriété caractérise les groupes qui s'appellent 
localement normaux. L'exemple du groupe C,x montre que la classe 
des groupes localement normaux est plus vaste que celle des produits 
sous-directs de groupes finis. Il existe néanmoins des liens étroits 
entre ces classes, cf. Ph. Hall, J. London Math. Soc., 1959, 34, p. 289- 
304, et Iou. M. Gortchakov, Matem. sb., 1965, 67, p. 244-254. L'ou- 
vrage de Iou. M. Gortchakov [11] expose la théorie des groupes loca- 
lement normaux et plus généralement des groupes aux classes de con- 
jugaison finies. 

Par analogie aux produits sous-directs, on définit les produits sous- 
cartésiens: un sous-groupe À du produit cartésien 


est appelé produit sous-cartésien des groupes G; si la projection de À 
sur tout facteur G; se confond avec G; tout entier. Il est évident que 
tout produit sous-direct des groupes G; est en même temps produit 
sous-cartésien de ces groupes. 


4.3.9. Théorème (Remak). Soient dans un groupe G une 
famille de ses sous-groupes normaux H;, i € I, et leur intersection H. 
Le groupe quotient G/H est isomorphe à un produit sous-cartésien de 
groupes quotients G/H;. 


Démonstration. Considérons l'application 


p:G—+ [] (G/H,;) 
te] 


qui fait correspondre à chaque g de G une fonction jf telle que j (i) = 
— gH;. On vérifie aisément que est un homomorphisme et H son 


noyau. Il ne reste qu'à appliquer le théorème des homomorphismes 
4.2.2. 


4.3.10. Exemples. I. Le groupe Q/Z est isomorphe à une 
somme sous-Cartésienne de groupes @/Q,, prise sur tous les p pre- 
miers. 

IT. Le groupe C* est isomorphe à un produit sous-direct des grou- 
pes C*/C,®% pour deux p premiers distincts quelconques. 

[IT. Soit un ensemble M subdivisé en parties disjointes ,, i € I. 
Soit G < S (M), chaque élément de G renvoyant chaque #7, sur lui- 
même. Le groupe G est isomorphe à un produit sous-cartésien de sous- 
groupes de S(M;),i€l. 

IV. Le groupe GL, (Z) est isomorphe à un sous-groupe du produit 
cartésien des groupes finis GL, (Zm), m = 1, 2, ... 
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C1 


4.3.11. E Xercice. L'intersection des sous-groupes normaux 
qui définissent des groupes quotients abéliens définit elle-même 
un groupe quotient abélien. 


4.4. Matriochkas. Soit G un groupe. Un système de sous-groupes 
de G emboîtés, contenant le sous-groupe unité et G tout entier s'’ap- 
pelle matriochka !) du groupe G (on dit aussi série, chaîne, suite). 
Avant le $ 22, nous aurons affaire seulement à des matriochkas fi- 
nies (sauf en deux cas particuliers, $ 7et$ 13, où il s'agira de « ma- 
triochkas transfinies croissantes »), aussi le terme « matriochka » 


sous-entendra-t-il, jusqu'au $ 22, une matriochka finie. La matrio- 
chka 


1=G<G<...<G =6G (9) 


est dite normale si chaque sous-groupe G; est normal dans G. Par exem- 
ple, toute matriochka d’un sous-groupe d’un groupe abélien est nor- 
male. Elle s'appelle sous-normale si elle vérifie une condition moins 
restrictive : chaque terme précédent est un sous-groupe normal du ter- 
me suivant, i.e. G; < G;4+, pour à — 0, 1,..., n — 1. Les termes 
des matriochkas sous-normales sont appelés sous-groupes sousnor- 
maux (si le sous-groupe /7 est sous-normal dans G, onécrit 4 4 G). 
Les groupes quotients G;:,/G; sont appelés sections de la matrio- 
chka (9). D'une façon générale, on entend par section de G tout grou- 
pe quotient B/À, où À, B sont deux sous-groupes de G tels que À < 
< B. Les matriochkas s'écrivent parfois non dans l’ordre croissant 
de 1 à G mais dans l’ordre décroissant de G à 1. Découvrant dans le 
groupe une matriochka sous-normale dont les sections sont bien con- 
nues, nous faisons un pas important dans l'étude du groupe lui-même. 

On dit que le groupe G est une extension du groupe À par le grou- 
pe B s'il existe dans G un sous-groupe normal X tel que H = A, 
G/H = B. De ce point de vue, les sections de la matriochka sous- 
normale sont des blocs constitutifs qui permettent de reconstituer 
le groupe dans son ensemble par extensions successives. Soulignons 
cependant que Île résultat ne se définit pas seulement par les sections 
utilisées mais aussi par le procédé d'assemblage employé: par exem- 
ple, l'extension de 7, par Z, peut donner à la fois / . X =, et 
Z.. Les groupes assemblés à partir de sections cycliques sont dits 
polycycliques. Plus exactement, une matriochka sous-normale aux 
sections cycliques s’appelle polycyclique et un groupe possédant une 
telle matriochka, groupe polycyclique. 


4.4.1. Exemples. I. Les sections de la matriochka 1 < 
<< (2)<<7 <<, sont isomorphes respectivement aux groupes *, 


ä LA ne Li 


1) Poupée gigogne en bois, article traditionnel de l'artisanat russe. 
(NV. d. T.) 
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IT. Toutes les sections de la matriochka 1 < C; << Cp: << 
<...<Cpn sont cycliques d'ordre p. 

III. Le groupe A, possède une matriochka polycyclique 

1 < {1, (12) (84)} < {1, (12) (84), (13) (24), (44) (23)} < A 
(10) 

aux sections d'ordres 2, 2, 3. Cette matriochka n'est pas normale, car 
le sous-groupe ((12) (34)) n’est pas normal (bien qu'il soit sous- 
normal) dans A,. 

IV. Le groupe T, (X) possède une matriochka sr 


T,(K)> UT (A) >UTS (4)>...>UT, (X)= (11) 
aux sections Sy, Sy, © + y Sn=i OÙ 
So = A X... X K* (n fois), 
Sm=<Æ®...®K (n—m fois) pour m > 1. 
Une matriochka (sous-)normale d’un groupe induitldes matrioch- 
kas (sous-)normales dans les sous-groupes et les groupes quotients : 


4.4.2. Théorème. Soit G un groupe possédant une matrio- 
chka (sous-) normale (9). Si H < G, l'intersection de (9) et de H nous 
donne une matriochka (sous-)normale dans H : 


1=H LH, < sels ee, Hi;i=G (A, 


la section H;+,/H; étant isomorphe à un sous-groupe de la section G;+,/Gi. 
Si H <6G, les images des termes de la matriochka (9) par l’homomor- 
phisme canonique G — G/H nous donnent une matriochka (sous-)nor- 
male dans G/H: 


1=G<G<L...LGn = G/H, G; =G;H/H, 


la section G:+1/G1 étant une image homomorphe de la section G::1/Gi. 


Démonstration. Les relations H,; & His, Gi, & S Gi 


(et Hi H, GG pour les matriochkas normales) se vérifient 
immédiatement. Utilisant ensuite le théorème des homomorphismes, 
nous obtenons 


Hits = HigslHin 1 GS HinGlGi < Gi41/Gi, 
GinlG: S GinHIGH © GilGi (Gin N À) ©  (Gi41/G;)/(. . .). 


Le théorème est démontré. 


4.4.3. Exercice. Les sous-groupes et les groupes quotients 
d'un groupe polycyclique sont polycycliques. L'extension d’un grou- 
4—01533 
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pe polycyclique par un groupe polycyclique est encore un groupe 
polycyclique. Le produit de deux sous-groupes normaux polycycli- 
ques d’un groupe quelconque est un sous-groupe polycyclique. 


Deux rratriochkas sous-normales d’un groupe donné sont dites 
isomorphes si elles ont même nombre de sections et si leurs sections 
sont liées par une correspondance biunivoque conformément à la- 
quelle les sections correspondantes sont isomorphes. Par exemple, 
dans le groupe C,, les matriochkas 


1< Ci < Ci << Cr 
et 
1 < C3 << Ces << Co 
sont isomorphes. Si une matriochka contient tous les termes d’une 


autre, on dit qu'elle est plus fine que la deuxième; on dit aussi que 
la première est une subdivision de la deuxième. 


4.4.4. Théorème (Schreier). Lans un groupe quelconque, 
deux matriochkas (sous-)normales quelconques admettent des subdivi- 
sions (sous-)normales isomorphes. 


Démonstration. Soient dans le groupe G deux matrio- 
chkas (sous-)normales 

1= 45<A1<e.e < Am = G; (12) 

1= BB <<... LB =cG. (13) 


Nous subdiviserons chaque intervalle A, < A:;:, de la première 
matriochka en y intercalant une pièce fabriquée au moyen de la deu- 
xième matriochka, et inversement. A cet effet, faisons l'intersection 
de la matriochka (13) avec À;,, et multiplions-la ensuite terme à 
terme par À;; on obtient une chaîne de sous-groupes commençant 
par À; et finissant par À4;,,. Cette pièce intercalaire s'écrit comme 
suit : 
A; = Co <Cn<eee  Cin = À;j}1 
Ci = (Ain N B5) Ai. 


Les pièces intercalaires pour la deuxième matriochka s’écrivent d’une 
façon analogue: 
B; = D <Dn<...< Dim = By 
Dj = (Bjn N Ai) Bi. 
Il est évident que si les termes des matriochkas (12), (13) étaient 


normaux dans G, tous les termes des pièces intercalaires le sont éga- 
lement. 11 reste à vérifier que 


CigrlCis © Dis Dyr. 
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Or, on a en vertu du théorème 4.2.4 
Ci j#x/Cis = (A i42 N B}+1) À i/ (A 1 N B;) Ai = 


(A+ N Bj+1)/(4 +1 N B;) (di NB), 
Di 4r/D ji = (Bj41 ( Ai+i) Bil(Bié N À) B; = 


2 (B;j+1 N À i41)/(B j41 N 4) (B; N À i42). 
Le théorème est démontré. 


Il ressort de ce théorème, en particulier, que dans un groupe quel- 
conque, deux matriochkas (sous-)normales quelconques sans termes 
répétés, qui n'ont aucune subdivision sans termes répétés sont isomor- 
phes (théorème de Jordan-Hôlder). 


4.4.5. Exercice. Soit G un groupe polycyclique. Toutes ses 
matriochkas polycycliques ont même nombre de sections infinies, 
nombre que l’on appelle dimension polycyclique de G. Il est commode 
de raisonner par récurrence sur la dimension polycyclique en étu- 
diant les groupes polycycliques. 


Remarquons que les théorèmes 4.4.2 et 4.4.4 restent parfaite- 
ment vrais pour les matriochkas dénombrables dela forme 


1 CG ...LGn., G= Ù G, 
Nes { 


ainsi que pour certains types plus compliqués de « matriochkas sous- 
normales infinies »; or, comme nous l’avons déjà dit, ce sujet ne 
sera pas abordé avant le $ 22. 

Avant de terminer ce n°, nous devons indiquer la notion d'ap- 
proximabilité, étroitement liée aux homomorphismes. Sous sa forme 
la plus générale, cette notion se définit comme suit (M. I. Karga- 
polov, Iou. I. Merzliakov. Groupes infinis. In: Bilan des recherches. 
Algèbre. Topologie Géométrie. 1966. Moscou, 1968 (en russe), 
p. 75; nous parlons des groupes, mais nous pourrions parler den im- 
porte quelles structures algébriques, cf. n° 27.1 de l’Appendice). 

Soient G un groupe et p une relation (ou prédicat) entre éléments 
et ensembles d'éléments, définie sur G et sur toutes ses images homo- 
morphes (par exemple, les relations binaires « égal à l'élément . . . », 
« appartient à un sous-groupe . ..», «est le conjugué de ...», 
etc.). Soit À une classe de groupes. Nous disons que le groupe G 
se laisse approcher (ou admet une approximation) par des groupes de K 
par rapport à p si, pour n'importe quels éléments et ensembles d’élé- 
ments de G ne vérifiant pas p, il existe un homomorphisme de G 
sur un groupe de À, tel que les images de ces éléments ne vérifient pas 
po, elles non plus. Dans la littérature, on parle le plus souvent de 
l'approximabilité par rapport à l'égalité des éléments: dans ce cas, 


AS 
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on omet généralement d'indiquer la relation et l’on parle de l’ap- 
proximabilité tout court. Il ressort du théorème de Remak 4.3.9 
qu’un groupe G se laisse approcher par des groupes de la classe X 
si et seulement si G peut être plongé dans le produit cartésien des 
groupes de À. 

L'approximabilité par des groupes finis est appelée aussi finitude 
résiduelle. I] est commode de désigner la finitude résiduelle par rap- 
port au prédicat p par le symbole RFp ; en particulier, si p parcourt 
les prédicats « égal à », « conjugué de », « appartient à un sous- 
groupe de type fini », « appartient à un sous-groupe donné } », etc., 
on obtient les propriétés (et les classes) RFEg, RFConj, RFAp, 
RFAbp,,, RFAp-X, etc. L'importance de ces propriétés a été soulignée 
par A. Î. Maltsev (Outch. zsap. Ivanovskogo ped. in-ta, 1958, 18, 
p. 49-60): leur existence dans le groupe définit la résolubilité du 
problème algorithmique correspondant. 


$ 5. Endomorphismes. Automorphismes 


5.1. Définitions. Une application homomorphe d'un groupe 
dans lui-même est son endomorphisme, et une application isomorphe 
d’un groupe sur lui-même est son automorphisme. L'image endomorphe 
est analogue à la carte d'identité que l’on a dans sa poche. Les en- 
sembles de tous les endomorphismes et automorphismes d’un groupe 
donné G se notent par End G et Aut G respectivement. On munit ces 
ensembles de l'opération de multiplication en assimilant le produit 
de deux endomorphismes à leur réalisation successive. On vérifie 
aisément que End G devient alors un demi-groupe et Aut G tout un 
groupe, et ceci de sorte que 


Aut G<S(G). 


Si G est un groupe abélien, on munit l'ensemble End G également de 
l'opération d'addition en posant 


2%+d = x919 pour p, VE EndG, EG 


On vérifie immédiatement que End G devient alors un anneau. Or, 
dans le cas général, End n’est pas un anneau et joue en théorie des 
groupes un rôle moins important que Aut. 

Nous avons déjà indiqué dans le chapitre 1 que la conjugaison 
de G par un élément a de G est un isomorphisme, car elle est biuni- 
voque et 


(xy)A = 219 pour x, yEG 
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Cet automorphisme a s'appelle automorphisme intérieur du groupe G 
opéré par l'élément a. On vérifie immédiatement que 


(z°)? = z°?, (2°) = Z, 29 1ap — 219, 
a) b,xEG, mEAutG, 
d’où 


ab= ab, a-1= a"1, ç'lap — a, (1) 


Il en découle en particulier que l'ensemble Int G de tous les auto- 
morphismes intérieurs du groupe G est un sous-groupe normal du 
groupe Aut G, 


Int G& Aut G. (2) 


Les automorphismes non intérieurs sont appelés extérieurs, et le 
groupe 
Out G = Aut G/Int G (3) 


est appelé groupe des automorphismes extérieurs. Pour un groupe abé- 
lien, Out se confond évidemment avec Aut. 

La première des relations (1) permet de voir que l'application 
G — Int G qui fait correspondre à chaque g de G un automorphisme 


intérieur g est homomorphe. Le noyau de cet homomorphisme est 
constitué d'éléments g tels que 


x =x, 1CG, 


i.e. se confond avec le centre Z (G) du groupe G. En appliquant le 
théorème des homomorphismes, on obtient la formule 


Int G æ G/Z (G). (4) 


A titre d'illustration, décrivons les anneaux End G et les groupes 
Aut G, pour quelques groupes G proposés dans les exemples I à IV 
du chapitre 1, employant à cet effet la formule évidente 


(End G)* = Aut G. 
5.1.1. Exemples.I. On a 
End Z=Z, AutZ =7"z=z,, (5) 
End Zn = ÆZm, AutZ, = 2, (6) 
EndQ=@Q, AutQz ©Q*. (7) 
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En effet, les isomorphismes pour End se déterminent respectivement 
par 


p—> Î1g, p— ({(modm)})q, ç— 1 


(en notation additive, l’endomorphisme œ s'écrit en facteur et non en 
exposant). Examinons le dernier cas en détail. Le caractère homo- 
morphe de l'application  — 1 est immédiat. Montrons que le 
noyau est trivial, i.e. que 1ç = 0 entraîne q = 0. Soient r, s deux 
entiers relatifs, s = 0. Puisque 


il vient 


Enfin, pour tout &« € Q on trouve une image réciproque ç € End @, 
à savoir l’endomorphisme zx — x« du groupe Q. 

I1. Décrivons l'anneau End C,=. Soit €, une racine primitive 
p'-ième de 1 du corps des nombres complexes, avec e,P, = e,,n = 
= 1.2, ...1]l est évident que les endomorphismes du groupe €, 
se définissent complètement par leur action sur €;. €», . .. Soit 
q € End C,+; on a alors 


kR : ‘ 
et —e,", k,EZ ñn: n=— 1, 2, ère 


Puisque (En? 1)" = €, À, est l’image de k,,, par l'homomorphisme 
Lpn+li — Lpn (régi par la loi: z (mod p"+1).— x (mod al pour 
zE Z). A tout q de End C, + est associée donc une suite (#,, X2, . ..), 
En Elpn, où k, est l’ image de k,:, par l’homomorphisme canonique 
Zpn+1i —Zpn. On vérifie immédiatement que l'ensemble :, 
de toutes ces suites est un anneau par rapport aux opérations d'ad- 
dition et de multiplication effectuées composante par composante, 
et que l’application obtenue End C,;< — 7» est un isomorphisme. 
La description de l'anneau End C,+ est terminée. L'anneau Z ho 
est appelé anneau des entiers p-adiques; ses éléments s'écrivent de 
façon naturelle sous la forme 


. An ..e djAp — 2 np”, 0<a, < p, 


et s’additionnent et se multiplient de façon tout aussi naturelle: 
« on pose le résidu et l'on retient le nombre de périodes ». Citons à 
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titre d'illustration quelques exemples d'opérations sur les entiers 
5-adiques : 

... 20134 +. 20134 _... 20134 

.. 12203 "... 12203 ... 12203 


... 32342 ... 11012 .. 02431 
.. 0000 
... 923 
L ... 23 
ss 4 


. 11312 
Notons en passant que l’ensemble Q des nombres p-adiques « frac- 
tionnaires » de la forme 


. dh .…. a,@: a. CE As — anpP", 0<a, < p, 


B=—, 
a déjà une structure de corps par rapport aux opérations analogues 
et s'appelle corps des nombres p-adiques. Nous laissons au lecteur le 
soin d'établir la règle de division par tranches des nombres p-adi- 
ques (la division est la seule opération pour laquelle p doit être un 
nombre premier). Donc, 


End Co © Æ,»x,  AUtE x © Z'oce (8) 


On comprend facilement que Z° est constitué des entiers p-adi- 


ques dont le « terme constant » a, est non nul. 
III. On a la formule 


AutS, = S, pour n #2, 6. (9) 


Nous la démontrerons en fin du paragraphe. Pour x = 2, 6 cette 
formule cesse d'être vraie, voir ibid. 

IV. Une littérature abondante est consacrée à la description des 
automorphismes des groupes matriciels classiques (voir par exem- 
ple [1], {9]). Citons sans démonstration un résultat typique. Soient 
n >3et K un corps commutatif de caractéristique = 2. Pour tout 
automorphisme @ de Aut GL, (Æ), on a alors soit 


19 = 1V.gi10g, zx€E GL, (X), (10) 
soit 
19 = 2Ÿ.g"lr0g, 2€ GL, (K), (41) 


en choisissant convenablement © € Aut K, 4: GL, (XK)— K* et 
un élément g € GL, (X). Le symbole * signifie ici qu'on doit pren- 
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dre l'inverse de la transposée de la matrice donnée. Pour un grand 
nombre de groupes matriciels, surtout sur les anneaux, les groupes 
d’automorphismes sont encore mal connus ou n’ont jamais été étu- 
diés, 


5.1.2. Exercice. Si |G|>2, on a Aut G=# 1. 
Indication. Considérer les cas où 

19 G est non abélien, 

29 G est abélien et contient des éléments d'ordre >> 2, 
39 G vérifie la relation identique 2° = e. 

9.1.3. Exercice: 


End(Z@...®@Z)=M,(Z), 
Aut(Z@...@2)=GLI., (Z), 
End (Z,,8 ...@6Z,)=M,(Z,), 
Aut(Z,®@...67Z,)=GL, (Z,), 
End (9 @ ... @&)=M, (Q), 
Aut(Q & ... 8Q)=GL, (Q) 


(il y a z termes dans les premiers membres). 
5.1.4. Exercice: 
End (Co X eee X Co) © Mn (0); 
Aut (Co X ce: X Ce) © GLa (Z, >) 


(il 


y a n facteurs dans les premiers membres). 
5.1.5. Exercice. Tous les sous-groupes de congruence 


GL, (Z, 01 PL») k = 1, 2; ..., 


du groupe GEL, (Z, >) sont sans torsion, à l'exception du cas où 


p=2, k= 1. 
Indication. Examiner la formule du binôme 


(e+ phaj=e+ (9) p'a+ (S)'par+ + prior, 


5.1.6. Exercice. Soient À, B deux groupes abéliens. L’en- 
semble de tous les homomorphismes Hom (4, B) de À dans B est 
un groupe abélien par rapport à l'addition point par point régie par 
la loi 


a (p + Ÿ) = ap + a, a € À, 


tandis que pour À = B il est un anneau par rapport à l'addition 
point par point et à la superposition assimilée à la multiplication: 


a (pi) = (ag), a€4À. 
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5.1.7. Exercice. Se rappelant que les ordres des éléments 
d'un groupe restent inchangés par ses automorphismes, énumérer: 
les automorphismes du groupe S, et vérifier qu'ils sont tous inté- 
rieurs. 


9.2. Sous-groupes permis. Le langage des automorphismes per- 
met de donner une autre définition de sous-groupe normal: un sous- 
groupe À d’un groupe G est normal si et seulement si H admet tous 
les automorphismes intérieurs de G, i.e. si 


H9 < H pour tout ®œE Int G. 


Remplaçant dans cette condition Int G par un ensemble arbitraire O 

contenu dans End G, on aboutit à une notion plus générale : un sous- 

groupe H d'un groupe G est dit permis par rapport à ® (ou D-permis) 
© 


et se note À < G si 
H® < H pour tout w € ©. 


Il est évident que le sous-groupe unité et le groupe tout entier sont 
permis par rapport à ® quelconque. Si le groupe ne contient aucun 
autre sous-groupe normal ®-permis, on dit que le groupe est ®- 
simple. Pour œq € © les parties M et M9 sont appelées D-conjuguées. 
La relation de O-conjugaison n'intervient que pour ® < Aut G, 
auquel cas elle devient équivalence; dans le cas général, cette rela- 
tion est inutile. Dans les cas les plus répandus où © se confond avec 
End G, Aut G ou Int G, le préfixe ®D- se lit respectivement End-, 
ou « par rapport aux endomorphismes »; Aut-, ou « par rapport aux 
automorphismes »; [Int-, ou « intérieurement », ou « par rapport aux 
automorphismes intérieurs », et l’on emploie les notations 


H<£<G, HG, H<G. 


i 
Au lieu de la notation <<, on utilise généralement le symbole stylisé- 
< que nous avons introduit dès le début. Remarquons que certains 
auteurs emploient des termes particuliers pour désigner les D-notions,.. 
à savoir: 


par rapport aux par rapport aux 


intérieurement automorplhismes endomorphismes 
conjugués conjugués isoty pes = 
permis normaux caractéristiques complètement carac- 


téristiques 
simples simples élémentaires — 
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Par pitié, nous épargnerons au lecteur toute cette termi- 
nologie; seuls seront utilisés, dans cet ouvrage, les qualificatifs 
conjugué, normal et simple, les autres étant cités à titre de référence. 


5.2.1. Exercice. L'intersection et l'engendrement d'une 


famille quelconque de sous-groupes D-permis est un sous-groupe 
O-permis. 


9.2.2. Exercice. Les relations £, < < sont transitives (à la 
différence de la relation <), i.e. 
ALB, B£€C+A<C, 

A _ B, B € CA < C. 
5.2.3. Exercice. Un sous-groupe Aut-permis d'un sous- 
groupe normal est normal dans le groupe tout entier, i.e. 


A<B, BaACAacC. 


Des exemples évidents de sous-groupes End-permis d’un groupe 
arbitraire G sont fournis par ses commutants successifs, sa puissance 
n-ième G" = gr(xz"|zxE€G) et sa n-ième couche G, = g(x1xE€6G, 
z" — {). Le centre d'un groupe G est toujours Aut-permis, car de 
ab = ba,a, LE G,wE Aut G, il ressort que a7b® — bSa? ; remarquons 
que l'élément a% parcourt le groupe G tout entier en même temps que 
l'élément a. Soulignons que, même dans un groupe fini, le centre 
n'est pas toujours End-permis (voir l'exemple 5.2.4. III). 

Donnons quelques exemples de sous-groupes permis dans des grou- 
pes concrets. 


5.2.4. Exemples. I. Dans les groupes Z, Z,, tout sous- 
groupe est End-permis. Le groupe Q est Aut-simple (et a fortiori 
End-simple), car tous ses éléments non nuls sont Aut-conjugués deux 
à deux, voir la définition de Aut @ dans les pages précédentes. 

II. Il est évident que 


e3 
Cp < L Cn € ° 3 Cpn < C, 09° 


J11. Puisque le commutant d’un groupe est End-permis dans ce 


groupe, on à An < Sn. Soit nr > 3. Puisque le groupe S, est sans 
centre, le centre du groupe fini C. X S, est constitué par le sous- 
groupe €. Ce n'est pas un sous-groupe Énd-permis, car il n’admet 
pas l’endomorphisme (—1)"x.— (12)",m = 0,1,z2€S,. 
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IV. Soit XÀ un corps commutatif. Puisque le commutant récipro- 
que de deux sous-groupes ®-permis est un sous-groupe ®-permis, on a 


SL, (K) £ GL, (&), 
€ 


T,(X) > UTL(K), i=1,2,... 


9.2.5. Exercice. Les sous-groupes primaires maximaux 
d'un groupe abélien sont End-permis. 

9.2.6. Exercice. Le sous-groupe de Frattini d'un groupe 
quelconque est Aut-permis: pour cette raison. il est égal à 1 dans 
un groupe simple fini. 

9.2.7. Exercice. Le groupe Q ® ...@ @Q est Aut-simple. 

9.2.8. Exercice. Un groupe abélien périodique est Aut- 
simple si et seulement si ce groupe est abélien élémentaire, i.e. un 
groupe abélien de période égale à un nombre premier ou, ce qui re- 
vient au même, s’il se décompose en somme directe d’une famille 
d'images isomorphes du groupe Z,, pour un p premier. 


On considère parfois une situation plus générale: soient G un 
groupe et V un ensemble quelconque sur lequel est définie une ap- 
plication V — End G. L'ensemble V s’appelle alors ensemble des 
opérateurs de G,et pour D & Ÿ toutes les D-notions définies ci-des- 
sus restent applicables. Lorsque D — V, au lieu de D-, on écrit 
alors l'- (se lit « opératoriellement ». ou « par rapport aux opéra- 
teurs »). 


9.3. Groupes parfaits. Un groupe est dit parfait s il est sans cen- 
tre et tous ses automorphismes sont intérieurs. Si le groupe G est 
parfait. on a Z (G) = 1, Out G = 1 et, en vertu de (3) et (4), 


Aut G=G. 


Autrement dit, au lieu d'étudier le groupe d'’automorphismes, on 
étudie le groupe lui-même. Cette propriété des groupes parfaits leur 
a valu leur appellation somptueuse donnée à l’aube de la théorie des 
groupes. En réalité, les groupes parfaits ne jouent aucun rôle privi- 
légié en théorie des groupes (comme d'ailleurs les nombres parfaits 
en théorie des nombres). Le but de ce n° était d'indiquer une série 
classique de groupes parfaits, à savoir: les groupes symétriques. 


5.3.1. Théorème (Hôlder). Pour n = 2, 6, le groupe sy- 
métrique S, est parfait. 


Démonstration. a) Nous avons appris dans le $ 3 que 
S, a un centre trivial pour nr > 3. Il reste à montrer que pour x + 6 
tout automorphisme y de S, est intérieur. Soit B; l’ensemble de 
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tous les produits de À transpositions indépendantes dans S,, 1 < 
< k L n;:2. Nous avons vu dans le n° 2.5.7. III que deux permuta- 
tions dans S, sont conjuguées dans S, si et seulement si, décomposées 
en cycles indépendants, elles comportent un mème nombre de cycles 
de chaque longueur donnée. En particulier, B, |} B,{[J . .. est une 
partition de l’ensemble de tous les éléments d'ordre 2 de S, en 
classes de conjugaison ; les automorphismes intérieurs de S, renvoient 
chaque PB, sur lui-même. Cela nous suggère le procédé suivant: 
nous montrerons d'abord que B, est renvoyé sur lui-même par y, 
et ensuite, que y est un automorphisme intérieur. 

b) L'automorphisme y applique B, sur lui-même. En effet, tout 
automorphisme d'un groupe conserve les ordres des éléments et fait 
passer les classes de conjugaison en classes de conjugaison, si bien 
que B*? = B, pour un k approprié. Proposons-nous de déduire l'éga- 
lité BY = PB, par un raisonnement assez sommaire: vérifions que 
IBlÆlBlsikæi,n #6. 


=? 
En effet, S, contient, : 2) transpositions ; il existe donc Il Le é 


ensembles de À transpositions indépendantes. Puisque l'ordre des 
facteurs dans le produit de transpositions indépendantes est sans 
importance, on a 


k-1 
{ —J; | 
1B1=- I er Me 5 nm 1) ... (n—2k+1). 
i= 0 


L'égalité | B, | = | BP, | se réduit alors à 

(n—2)(n—3)...(n—2k+1) = A! 281 (12) 
Montrons que cette égalité cesse d’avoir lieu pour r — 6, k # 1. 
En effet, le second membre de (12) étant strictement positif, il doit 
y avoir rz => 2k, si bien que le premier membre doit vérifier l’iné- 
calité 

(nm —2)(n—3)...(n—2k +1) > (2% — 2)!. 
On en déduit aisément par récurrence que 
(2% — 2)! >> A1 À -1 pour k > 4 


Il reste à considérer les cas de À — 2, 3. Pour À = 2, on s'assure sans 
peine que (12) ne peut avoir lieu pour aucun n. Soit À — 3. Puisque 
n>2ketnÆ6,onan>Get 


(na —2)(n—3) ...(n—2k +1) 54-32 > 31 2° = k! 2h-1 
L'égalité (12) est donc impossible pour nr = 6, k = 1. 


c) L’automorphisme y est intérieur. En effet, soit T (i) l'ensemble 
de toutes les transpositions du symbole à avec les autres symboles. 
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Montrons que 7 (i)' = T (j} pour un certain j. Puisque deux trans- 
positions quelconques de 7 (i) sont non permutables, leurs images 
par y doivent contenir aussi un symbole transposé commun. Le 
triplet (ia), (ib), (ic) ne peut alors passer en triplet (ju), (jv), (uv), 
car le produit des trois premiers éléments est d'ordre 4 et celui des 
trois seconds, d'ordre 2. On a donc Z'(ijY = T (j). Appliquant à 
T (j) l’automorphisme inverse y"!, on s'assure que T (i)Y = T (j). 
L'automorphisme y donne ainsi une permutation x telle que 7 (i)}’ = 
= T (ix) pour tout i = 1, 2, ..., n. Puisque 


GI} = (TG) NT (8 = Tin) NT (ln) = (ns ln) =In T7 (ki) a, 


l’automorphisme + se confond sur toutes les transpositions, donc 
aussi sur toutes les permutations, avec la conjugaison par la permu- 
tation =. Le théorème est démontré. 


Les groupes S., S, ne sont pas parfaits, car le premier est abélien 
et le second admet un automorphisme extérieur d'ordre 2. La cons- 
truction de cet automorphisme est décrite par exemple dans l’article 
de D. W. Miller, Amner. Math. Monthly, 1958, 65, n° 4, p. 252-254. 


9.3.2. Exercice. Un sous-groupe normal parfait est tou- 
jours un facteur direct dans la décomposition de son groupe. (Ques- 
tion suggestive: quel est l’autre facteur?) 


$ 6. Extensions par automorphismes 


Décrivons deux constructions réalisées au moyen d’automor- 
phismes, fort importantes en théorie des groupes. 


6.1. Holomorphe. Cette construction apparaît lorsqu'on se de- 
mande si un groupe arbitraire G peut être injecté par un homomor- 
phisme dans un groupe G*, de façon que tout automorphisme de G 
soit une restriction d’un automorphisme intérieur de G*. Soit O = 
= Aut G. Il se trouve qu’on peut prendre comme G* l’ensemble des 
couples @g, ®E D, gEG, que l’on munit de la multiplication dé- 
finie par 


pepe = pp'e’e (1) 


(nous écrivons les couples sans parenthèses ni virgules). En effet, 
les axiomes de groupe se vérifient immédiatement. On vérifie tout 
aussi immédiatement que les applications 


D—+G*, G—6G* (2) 
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régies par les lois ® + 1, g— 1g sont des homomorphismes injec- 
tifs qui permettent d'identifier ® et G à des sous-groupes de G*. 
Il ressort aussitôt de la loi de multiplication (1) que 


qpr'gp = g° pour ED, gec. (3) 
Il devient clair que 
G* =0G, GSG*, œnG=Ii (4} 


et qu'en vertu de (3) tout automorphisme œ € ® est une restriction 
d'un automorphisme intérieur du groupe G*. Le problème proposé 
est résolu. Le groupe ®G ainsi construit s'appelle holomorphe du 
groupe G et se note Hol G. 

Lorsqu'on prend ® < Aut G au lieu de D — Aut G, le groupe 
ŒG conserve ses propriétés (3), (4). Dans ce cas, OG est appelé ex- 
tension du groupe G par le groupe d'automorphismes D. Grâce à (4), 
cette notion se trouve en accord avec la définition générale d'une 
extension (n° 4.4). 

On peut généraliser encore plus la situation en prenant un groupe 
arbitraire ® muni d’un homomorphisme ® — Aut G. Admettant 
que les éléments de © opèrent sur G comme les automorphismes cor- 
respondants, on transforme G, au moyen de la loi (1), en un groupe 
qui possède les propriétés (3), (4). Le groupe ®G s'appelle alors ex- 
tension du groupe G par le groupe d'opérateurs ©. 

Notons que toutes les extensions envisagées ci-dessus sont scin- 
dées : l’extension G d'un groupe À par un groupe B est dite scindée 
si G admet des sous-groupes }, K tels que 


G=HK, A HAG, HNK=—1. 


Il est évident qu'on a alors À = G/A. On dit aussi que G est produit 
semi-direct des groupes À et B et l’on écrit G = À X B ou G = 
= B X À. 

Citons les holomorphes de quelques groupes concrets. 

6.1.1. Exemples. I. Soit À n'importe lequel des anneaux 
Z , Zn: Q. Conformément à l'exemple 5.1.1. I, chaque automorphis- 
me du groupe additif de Æ se réduit à une multiplication par un élé- 
ment de X*, aussi 


Hol & æ { {6 F) lac K*, BEK). 


II. Une définition de forme analogue peut être donnée à Hol Ch. 
Nous appellerons p-filet une suite partielle (s,, s,, . . .) dont quel- 
ques premières positions sont vacantes et les autres sont occupées 
par les éléments s, € Zpn, avec psh = Sh+, (au sens clair), et telle 
que les places vides ne peuvent être occupées sans que la propriété 
signalée soit compromise. Convenons de faire l’addition des p-filets 
composante par composante dans les positions où les deux termes 
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sont présents, en complétant ensuite la somme dans les positions 
vides chaque fois que cela est possible. On vérifie immédiatement que 
les p-filets ainsi additionnés forment un groupe. Ce groupe est iso- 
morphe à ©». Soit en effet €, une racine primitive p"-ième de Î dans 
le corps des nombres complexes, telle que e%., = &,, nr = 1,2, ... 
Chaque nombre x de C,+ appartient à un Cpn, aussi zx = e;r, 
Sn EZpn, à partir d'un certain nr. Puisque ein — ein — en, Ja 
suite partielle des exposants s, sera un p-filet. On voit sans peine que 
l’application tr» (S1, S+, . .« .) est un isomorphisme du groupe C,, 
sur le groupe des p-filets ; notons que les automorphismes de Aut €; 
représentés par des entiers p-adiques conformément à l'exemple 
5.1.1. II, opèrent sur les p-filets comme des multiplications com- 
posante par composante. Aussi 


Hol € © © [( 3 


La différence par rapport à l'exemple précédent consiste ici en ce que 
les coefficients des matrices sont tirés de différents ensembles sans 
que l'anneau sous-jacent soit indiqué. 

I11. Nous savons que pour nr 2, 6, le groupe S, est parfait. 
En particulier, Aut S, = S,. Puisque S, est normal dans son holo- 
Done il y constitue un facteur du produit direct (exercice 5.3.2). 

onc 


«€l», Best un pitet}. 


HolS, =S, XS, pour nr #2, 6. 


J1 est clair que la formule Hol G & G X G reste valable pour tout 
autre groupe parfait G. 

IV. Pour les holomorphes des groupes GL, SL, T, etc., la des- 
cription serait probablement aussi compliquée que la définition, 
vu que même les groupes d’automorphismes ont une structure assez 
compliquée dans les cas signalés. 


6.1.2. Exercice. Soit À un des anneaux 7, 7m, €. Dé- 
montrer la formule 


1 
Hl(X&...exX)= [C0 ) aEGL,(K), EX D... | 
(les sommes contiennent r termes). 
6.1.3. Exercice. Chercher toutes les classes de conjugaison 
dans le groupe Hol Z. 
6.1.4. Exercice. Indiquer dans HolZ une suite décrois- 
sante de sous-groupes normaux 


HolZ = H>H, >..., 
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telle que NH; = 1 et que chaque section H;/H},4, soit contenue dans 
le centre du groupe quotient Hy/Hi41, à = 0, 1,2, ... 

6.1.5. Exercice. HolZ est-il un groupe parfait? 

6.1.6. Exercice. Soit G extension d’un p-groupe abélien 
élémentaire fini À par un qg-groupe abélien élémentaire fini B. Si 
p =get B est un groupe non cyclique, il existe dans G des éléments 
d'ordre pq. 


Solution. Assimilons le groupe 4Aæ%,®...@Zp à 
un espace vectoriel sur un corps commutatif 4 de p éléments. Soit B* 
l'ensemble des transformations linéaires de cet espace induites par 
les conjugaisons opérées au moyen des éléments de B. On voit sans 
peine que le problème se réduit à la recherche d'éléments non tri- 
viaux a € ÀA,bE B tels que a = a (auquel cas ab sera un élément 
cherché d'ordre pq). Si l’homomorphisme canonique @: B — B* 
n'est pas un isomorphisme, la chose est claire. Par contre, si q est 
un isomorphisme, on est amené à chercher dans B* un élément 6 
distinct de À auquel correspond dans l'espace À un point fixe distinct 
de 0. Par définition, B* contient deux transformations , Ÿ d'ordre q 
telles que gr (p) = gr (+). On apprend dans le cours d’algèbre géné- 
rale que deux transformations linéaires permutables possèdent un 
vecteur propre commun sur la clôture algébrique 4 du corps k; soit a 
un tel vecteur pour ®p, #, de sorte que 


ap = UAy aÿ = va, u, vER, 


Siu = 1 ou v*= 1, on peut prendre 8 = @ou6 = 1ÿ respectivement. 
Soient u = 1, v = 1. Puisque pu, v engendrent dans le groupe mul- 
tiplicatif du corps commutatif # un seul et même sous-groupe cycli- 
que d'ordre g, on a u = v”* pour un "= naturel déterminé. Alors 
0 = pp" est la transformation cherchée, car 0 1 et aû = a. 


6.2. Entrelacements. Soient À, B deux groupes. Désignons par 
Fun (B, À), fun (B, À) le produit cartésien et le produit direct des 
copies isomorphes du groupe À indiciées par les éléments de LB. 
Ainsi donc, Fun (B, À) est le groupe de toutes les fonctions B —- À 
muni de l’opération de multiplication ordinaire, tandis que fun (P, À) 
est le sous-groupe des fonctions à supports finis. Pour f € Fun (B, À), 
bE B, définissons une fonction f? en posant 


f(G&)=1(), 2€B. (5) 


On vérifie immédiatement que l'application 


b: Fun (B, A) — Fun (B, À) (6) 
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régie par la loi f + f” est un automorphisme de Fun (B, À) qui 
renvoie fun (B, À) sur lui-même, et que les applications 


B —+ Aut (Fun (B, À)}, B— Aut (fun (B, À4)), (7) 


qui font correspondre à chaque b de B l’automorphisme b et sa res- 
triction à fun (B, À), sont des homomorphismes injectifs pour À # 1. 
Les extensions des groupes Fun (B, À), fun (B, À) par les groupes 
d'opérateurs (7) s'appellent entrelacement cartésien et entrelacement 
direct du groupe À avec le groupe B et se notent À 2 Bet AeB respective- 


ment. Ainsi donc, l’entrelacement cartésien A2B est l'ensemble 
B-Fun (B, À) muni de la multiplication 


bf-b'f" = bb'f° j', où f? (x) = f (bz), (8) 


et l’entrelacement direct A2B est son sous-groupe B-fun (B, À). 
Nous voyons que les groupes À et B jouent des rôles différents dans 
leur entrelacement : À est passif et B actif. Nous les appellerons dé- 
sormais ainsi. 


Les sous-groupes Fun (B, À), fun (B, À) s'appellent fondations 
ou bases des entrelacements correspondants. Ïl est évident que l’en- 


trelacement cartésien AeB et l’entrelacement direct AzB se con- 
fondent si et seulement si À est trivial ou B est fini. Le sous-groupe 


Diag (B, À) = {f|f € Fun (B, À), f (x) = Cte pour x € B}, 
i.e. la diagonale de la base Fun (2, À), s'appelle aussi diagonale 
de l'entrelacement cartésien A2B. Enfin, définissons pour tout a € À 
une fonction a de Fun (B, À) telle que 
a pour z=—e, 


a (2)= | e pour z<e. 
On vérifie immédiatement que l'application À — Fun (B, À) ré- 


gie par la loi a a est homomorphisme injectif. Le sous-groupe À 
qui correspond à À par cette application s'appelle première copie, 


et son sous-groupe conjugué At, bE B, b-ième copie du groupe passif. 
Ainsi donc, le groupe passif À intervient dans les entrelacements 


AeB, AeB par ses copies A!, tandis que le groupe actif B intervient 
directement dans ces entrelacements et entrelace (permute) les 
copies du groupe passif par conjugaisons. De toute évidence 


fun (B, A)= {| Ab, 
bEB 


6.2.1. Exercice.Si4’ << 4, B°<B, l'entrelacement 4’eB° 
est isomorphe au sous-groupe de l’entrelacement A2B engendré par 


501533 
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l’image du sous-groupe 4° par l'injection canonique dans la première 
copie du groupe passif, ainsi que par le sous-groupe B. 

6.2.2. Exercice. Un sous-groupe normal non trivial d’un 
entrelacement direct admet une intersection non triviale avec la 
base (à condition, bien sûr, que le groupe passif soit non trivial). 

6.2.3. Exercice. Soit À un groupe non trivial. Alors 

Z (A2B) = Diag (BP, Z (4)), 
Z (A2B) = 1 si B est infini. 

6.2.4. Exercice. Le commutant de l’entrelacement A4eB 

se confond avec le produit [B, B]-H, où 


H ={j Efun (B, 4)T IL 7) = e(mod{[A, À]J)}. 


6.2.5. Exercice. Chaque élément du commutant de l’entre- 
lacement : 22 est un commutateur. 

6.2.6. Exercice. L’entrelacement Z22Z est isomorphe au 
sous-groupe engendré dans GL, (R) par les matrices 


G1} (1): 


où & est un nombre réel transcendant. 


6.2.7. Exercice. Les opérations 2, 2 sont non associatives 
dans la classe des groupes (et même dans la classe des groupes finis). 


Un lien fort important entre les entrelacements et des extensions 
arbitraires est établi par le 


6.2.8. Théorème (Kaloujnine-Krasner). Pour toute exten- 
sion d’un groupe À par un groupe B il existe un homomorphisme injec- 
tif dans l'entrelacement cartésien A2B (injection de Frobenius). 

Démonstration. Soient A<G, G/A = B, s: B—6G 
une fonction de choix des représentants dans les classes suivant À. 
Soit W — A2B. Définissons une application @,: G— W en posant 
gs = gf,, g EG, où gest la classe Ag et f, est un élément de la base 
de l’entrelacement W, défini par la formule 

fe @) = (@bY)* gb, bEB. 


On vérifie immédiatement que ®, est un homomorphisme injectif. 
Il s'appelle injection de Frobenius. 


6.2.9. Exercice. Avec les mêmes notations 


GYs-Fun(B, A)=W, G%: f Fun (B, À) — A°%*. 
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6.2.10. Exercice. Sis’ est une autre fonction de choix, les 
sous-groupes G*:, GŸ:’ sont conjugués dans W. 


Remarquons que l’entrelacement cartésien AeB s'appelle aussi 
produit complet ou couronne complète et se note À Wr B (de l'anglais 
wreath product = « produit en couronne »), tandis que l’entrelace- 
ment direct A2B s'appelle aussi entrelacement discret, produit discret 
ou couronne discrèle et se note À wr B. Au lieu de groupe passif, 
groupe actif on dit quelquefois groupe inférieur, groupe supérieur. 
Dans le $ 12, nous généraliserons quelque peu la notion d'’entrela- 
cement en étudiant les représentations monomiales, le type le plus 
ancien des entrelacements connus. À cette même occasion nous indi- 
querons un plongement d’un groupe arbitraire G, contenant un 
sous-groupe donné H d'indice donné m, dans un groupe monomial de 
matrices d'ordre m sur H, qui représente la variante initiale du théo- 
rème que nous venons de démontrer. 


CHAPITRE 3 


GROUPES ABÉLIENS 


Pour les groupes abéliens la notation additive est plus commode 
et plus usitée. Ce chapitre sera rédigé donc en notation additive. 


$ 7. Groupes abéliens libres. Dimension 


7.1. Groupes abéliens libres. Soit 8 une classe de groupes. On 
dit que le groupe F = (x; |iE ZI) de £ est un groupe libre dans la 
classe £ à ensemble générateur libre {x,; | i € I} si pour tout groupe 
GE £ engendré par {a; | à E 1} l'application x; —+ a, se laisse pro- 
longer en un homomorphisme F — G. Le cardinal de l’ensemble 7 
est appelé degré (de liberté) du groupe libre F. L'ensemble {x, | i € I} 
lui-même s’appelle base de F. On montre que toute classe de groupes 
n'admet pas de groupes libres. Or, dans la classe des groupes abé- 
liens on trouve toujours des groupes libres qui se laissent décrire 
sans peine. 


7.1.1. Lemme. Supposons qu'un groupe quotient G/N d'un 
groupe abélien G se décompose en somme directe de groupes cycliques 
injfinis : 


GIN=D (AN), A;=gr(a;, N), 


Alors G est la somme directe des sous-groupes N et A = gr(&æ li£lI). 


Démonstration. Remarquons d’abord queG = gr (W, À). 
Posons ensuite 4 NA N Æ 0. 

Choisissons dans l'intersection À f] N un élément non nul a 
qui se laisse mettre sous la forme 


a — DLTCTTE 
Nous obtenons alors dans le groupe quotient G/N l'égalité 


= Enr + Na 
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d'où, conformément à la définition d’une somme directe, 
Nha, + N = N. 
Puisque À 1,/N est un groupe cyclique infini, l'égalité rxa,, + N — 


— N entraîne nr, = 0. Ainsi donc, l’élément a = > nya, est nul, 
ce qui contredit l'hypothèse. 


7.1.2. Théorème. Dans la classe des groupes abéliens, seules 
les sommes directes de groupes cycliques infinis sont des groupes libres. 


Démonstration. Soient une somme directe G = Y (x:) 
EI 

de groupes cycliques infinis (x;) et un groupe abélien quelconque À 
engendré par les éléments a;, à € I. Il est facile de voir que l’appli- 
cation raz, —> Nnn&i,, qui prolonge l'application x, a; de 
l'ensemble {x; | i € 7} dans l’ensemble {a; | i € 7}, est un homomor- 
phisme G —> À. Or, cela revient à dire que G est un groupe abélien 
libre, i.e. un groupe libre dans la classe des groupes abéliens. Son 
degré de liberté est égal au nombre des sommants directs. 

Soient maintenant F un groupe abélien libre et {x; | à € 7} l’en- 
semble de ses générateurs libres. D'après la définition d’un groupe 
libre, il existe un homomorphisme 7 de F sur la somme directe À = 
= Ÿ (a) des groupes cycliques infinis (a;), qui prolonge l'applica- 

‘el 
tion x; —+ a;. D'autre part, on vient de montrer qu’il existe un homo- 
morphisme ©: À —+ F qui prolonge l'application a; =—+ x;. Puisque 
to laisse invariants tous les éléments générateurs du groupe F, on 
a T6 = 1 et F = À. Le théorème est démontré. 


Il se trouve que les sous-groupes d'un groupe abélien libre sont 
encore des groupes abéliens libres. Pour le démontrer, nous introdui- 
rons la notion de matriochka transfinie croissante 


0= NN. LN <<... LN, =6G (1) 


dans un groupe abélien G: c'est une suite totalement ordonnée par 
croissance de sous-groupes indiciés par des ordinaux transfinis. 
On suppose que pour un ordinal transfini limite & le sous-groupe 
correspondant V, se confond avec la réunion de tous les sous-groupes 
N B B À 

Si À < G, le système de sous-groupes 


0 = AL AE... LA KL... LAy = A, (2) 


où À, = À f\ V,, peut présenter des sous-groupes qui coïncident. 
Supprimons les termes répétitifs et numérotons à nouveau les termes 
de (2) par des ordinaux transfinis: nous obtenons une matriochka 
croissante 


O=A LA <...<Aÿ<...< Aj = À (3) 
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du sous-groupe À; on dit qu'elle résulte de l'intersection de la ma- 
triochka (1) et du sous-groupe À. 

Pour démontrer le théorème des sous-groupes, nous avons besoin 
d'un critère de la liberté d’un groupe commutatf. 


7.1.3. Théorème. Un groupe abélien G est libre si et seule- 
ment s'il admet une matriochka transfinie croissante dont chaque section 
est isomorphe au groupe cyclique infini Z. 


Démonstration. Supposons que G admette une matrio- 
chka croissante (1) aux sections cycliques infinies. Pour tout & << y, 
dans la différence N,:,X W,, choisissons un élément a, ,, tel que 
No+i = (Go+1 + Ne) et montrons que G se décompose en somme 
directe Ÿ (a+) de sous-groupes cycliques infinis (Ga +1). Nous le 

a<Y 
ferons par récurrence sur la longueur y de la matriochka (1). Pour 
y = 1 l’assertion est évidente; supposons qu'il en soit ainsi pour 
tout a << Y. 

Choisissons dans le groupe G un élément quelconque g = 0 et 
posons gE Nh, gé VNs= Np1. En vertu de l'égalité Nh = (ap, 


o<B 
N 1) et du lemme 7.1.1, l’élément g se laisse mettre d'une façon 
unique sous la forme g = g, + nap, ga ENG: Puisque B — 1 < 
< y, l'élément g, s'écrit d'une façon unique, par récurrence, en 
fonction de ag,: 


BR = Map +... +nap; B; << B, 
ce qui fait que g s'écrit, lui aussi, d’une façon unique: 
£ — Mag, + + nap, + na;. 

Nous venons de montrer donc que le groupe G se laisse décomposer 
en somme directe de sous-groupes cycliques infinis,; or, en vertu du 
théorème 7.1.2, cela revient à dire que G est libre. 

Supposons maintenant que G soit un groupe abélien libre et G = 
= Ÿ (g,) une décomposition de G en somme directe de sous-groupes 

a<Y | 4 
cycliques infinis. Posant W, =0, Nu = (8e, NM)eN= SN 
| B<a 
pour un ordinal transfini limite &«, nous obtenons une matriochka 
transfinie croissante à sections cycliques infinies. La condition est 
donc nécessaire. Le théorème est démontré. 


Nous avons vu dans le n° 4.4 que les sections d'une matriochka 
sous-normale d'un sous-groupe À < G, obtenue en faisant l’inter- 
section de À avec les termes d'une matriochka sous-normale de G, 
sont isomorphes aux sous-groupes des sections de la matriochka de 
G. Cette assertion se démontre d’une façon analogue pour les matrio- 
chkas transfinies croissantes (1) et (3). Le théorème 7.1.3 conduit donc 
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immédiatement au théorème des sous-groupes d'un groupe abélien 
libre : 


7.1.4 Théorème. Tout sous-groupe non nul d'un groupe 
abélien libre est un groupe abélien libre. 


7.1.5. Exercice. Soient nr un entier positif non nul et %, 
la classe de tous les groupes abéliens qui vérifient l'identité 7x = 0. 
Montrer que les seuls groupes libres dans %, sont les sommes direc- 
tes des groupes : ,. Quelles sont les classes %, qui vérifient le théo- 
rème de la liberté des sous-groupes d'un groupe libre? 


7.2. Dimension d’un groupe abélien. Nous avons défini plus 
haut le degré d’un groupe abélien libre comme le cardinal du système 
de ses générateurs libres. Cette notion ne s'applique par définition 
qu'aux groupes abéliens libres. À présent, nous introduirons la notion 
de dimension d'un groupe abélien quelconque. Analogue à la notion 
de dimension d'un espace vectoriel, elle se confond évidemment, 
pour les groupes abéliens libres, avec leur degré de liberte. 


Un ensemble fini d'éléments g,, ..., £g, d'un groupe abeélien 
G est dit linéairement dépendant s'il existe des entiers relatifs non 
tous nuls n,, ..., n, tels que Ÿ n;g; — 0. Un système quelconque 


d'éléments de G s'appelle linéairement dépendant si un sous-système 
fini de ce système est linéairement dépendant. On montre sans dif- 
ficulté que dans un groupe abélien G qui contient au moins un élé- 
ment d'ordre infini, il existe des systèmes d'éléments linéairement 
indépendants maximaux et qu'ils ont tous même cardinàl: Le cardi- 
nal d’un système linéairement indépendant maximal d'éléments du 
groupe abélien G s'appelle dimension, ou plus exactement / -dimen- 
sion, de ce groupe et se note dim G,ou plus exactement 


dim; G. 


Un groupe périodique est de toute évidence exempt de systèmes 
linéairement indépendants, si bien que sa dimension est nulle. 


7.2.4. Théorème. Un groupe abélien non nul sans torsion 
est de dimension 1 si et seulement s'il est isomorphe à un sous-groupe 
du groupe additif des nombres rationnels €. 


Démonstration. Soient G<Q, G#0, et g1, g, deux 
éléments non nuls du groupe G. 11 existe alors des entiers relatifs 
M, Ne Æ O tels que r:g, = n,g2. Ainsi donc, deux éléments non 
nuls quelconques de G forment un système linéairement dépendant, 
si bien que dim G = 1. 

Supposons maintenant que la dimension du groupe abélien 
sans torsion G soit égale à 1. Considérons un élément non nul g, € G. 
11 existe alors, pour un élément quelconque g € G, deux entiers rela- 
tifs r, m (non nuls si g # 0) tels que rg = mg,. Puisque g est arbi- 
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. . m 
traire, nous obtenons une relation œ: gr es du groupe G vers le 


groupe Q. | 

La relation y est une application. En effet, soit encore n,8 = 
= mg. Retranchant terme à terme l'égalité n;,g — mg multipliée 
par m de l'égalité ng = mg, multipliée par m,, on obtient (rm; — 
— nm) g =0. Si g# 0, on a nm — nm —0 et donc 


2 T1. Pour g — 0, les deux nombres m, m, s’annulent;si bien 


que De —= PA . 0 
n Il 


Soit maintenant kg, — lg et += —. Les égalites r2g — mgo, 


kg: = lg) conduisent alors à mk (g — g1) — 0. Puisque G est sans 
torsion, on a g — g,. L'application œ est donc injective. 

Puisque des égalités ng — mgo, sg” = tgo, 8, g' € G, il ressort que 
ns (g + g') = (sm + nd) go, l'application œ vérifie la relation 
(eg + g') = gp + g'p. Le théorème est démontré. 


7.2.2. Exercice. Soit G un groupe abélien et A G. On a 
alors dim G = dim À -+ dim G/A. 


7.2.3. Théorème. Soient G un groupe abélien de dimension 


finie sans torsion et @ son isomorphisme sur lui-même. L'indice | G: Gy | 
est alors fini. 


Démonstration. Choisissons dans G un système linéaire- 
ment indépendant maximal d'éléments a, ..., a,. A l'application 
on fait correspondre d’une façon naturelle une matrice («;; (@)) 
sur le corps Q en posant 


ape œ;(p)a;. 


Plongeant G avec sa base a;, ..., a, dans l'espace vectoriel Q" , 
nous pouvons prolonger q en une transformation linéaire de Q*. 
Multiplions le polynôme caractéristique de cette transformation par 
le dénominateur commun de ses coefficients: soit f le polynôme sur 
Z. qu'on obtient par cette opération. En vertu de la propriété fon- 
damentale d’un polynôme caractéristique, on a f (@) = 0, et puisque 
det p#0,onaf(0) = m = 0. Alors nG< Gy. Puisque | G: mG |< 
< mdimG << oo, on a de même | G:Gœp|-< oc. La proposition est 
démontrée. 


Le lecteur prendra bien garde que tous les théorèmes bien connus 
de l’algèbre linéaire ne restent pas valables, loin s’en faut, pour 
les groupes abéliens et leurs dimensions. Par exemple, on sait bien 
que tout espace vectoriel se laisse décomposer en somme directe de 
sous-espaces de dimension 1; il est naturel de se demander si tout 
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groupe abélien sans torsion se décompose en somme directe de grou- 
pes de dimension {. La réponse est négative: 


7.2.4. Exemple (L. S. Pontriaguine). Il existe un groupe 
abélien G sans torsion de dimension 2 qui ne se décompose pas en som- 
me directe À ® P, où À, B sont deux sommants de dimension 1. 
Nous définirons le groupe G comme un sous-groupe du groupe additif 
H de toutes les formes linéaires ax+ by à coefficients rationnels a, b: 
de toute évidence À = Q ® Q, si bien que dim F7 = 2. Soit en 
effet 


G = gr (Zo: Lis Lay y), 


ni, 2: (4} 


Un calcul bien évident montre que 


z,— z+({+2+2r...+oti- tn), k i= 1, 2, . (5} 


)i2 
— 


Puisque chaque z;_, se laisse exprimer par une fonction linéaire de 
z; et de y à coefficients entiers (voir (4)), il en est de même pour cha- 
que élément g € G, lorsque à est suffisamment grand. De ce fait et. 
de (5), on déduit sans peine que sicyE G, cEQ,onacEe7; rete- 
nons-le. 

Pour montrer que le groupe G est indécomposable en somme direc- 
te À ® B, il suffit de montrer qu'il n’existe dans G aucun élément g 
non nul quisedivise à l'infini; autrementdit,on doit montrer que pour 
tout g 0 il existe un entier naturel r (g) tel que l'équation rÈ = g 
n'ait de solution dans G pour aucun nr > nr (g). En effet, si G — 
— À ® B, la dimension de À et de B serait alors égale à 1 (compte: 
tenu de 7.2.2. et du fait que F7 est sans torsion). Puisque ni À ni B 
ne contiennent d’élément non nul divisible à l'infini, on a d'’a- 
près le théorème 7.2.1 A = BZ27%, d'où G=° ®7, ce qui est 
manifestement faux. 

Il ne reste donc qu'à montrer que G ne contient aucun élément 
non nul divisible à l'infini. Supposons qu’il existe un élément g de: 
ce type. Puisque tous ses multiples entiers sont divisibles à l'infini, 
eux aussi, on peut admettre que 


g = ax + by, où a, bEZ. 
Il ressort de (5) que les formes linéaires dans G ne peuvent admettre 


comme coefficients n'importe quels nombres rationnels mais seule- 
ment des fractions 2-aires: aussi la divisibilité à l'infini dans G 
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équivaut-elle à la divisibilité à l’infini par 2. Il existe donc dans G 
pour tout à — 1, 2, ... un élément 


__ À __ az+by 
Msn 
En vertu de (5)on au; — ax; = c;y, où 


= ba (HD pose ont. 


Conformément à la remarque faite dans le premier alinéa, c; est un 
nombre entier. « Affinant » la somme entre parenthèses de façon 
à la transformer en une progression géométrique de raison 2, nous 
obtenons l'évaluation 


1+H2+2 2... + 26-0 'oui-nt, 
d'où 
la lb 
22(E—1) 2 


LAE< 


Puisque c; sont des entiers, ils s’annulent tous à partir d’un certain i. 
On a alors pour ces i 


b—a(t+2+ 9214... + 20-10) = 0, 


ce qui est évidemment impossible. 


$ 8. Groupes abéliens de type fini 


Dans ce paragraphe, nous donnerons tout d’abord un énoncé 
plus précis au théorème des sous-groupes d’un groupe abélien libre 
de degré fini et, au départ de ce nouvel énoncé, nous démontrerons 
lé théorème fondamental sur les groupes abéliens de type fini. 


8.1.1. Théorème. Soient F, un groupe abélien libre de degré 
fini net À son sous-groupe non nul. Alors À est libre et les groupes F,, 
A admettent respectivement des bases f,, . .., fn et a, ..., an telles 
que kÇLn,a; = m;f,, 1<i<k, et m;+, est multiple de m,, 1< 
<i<k— T1. 


Démonstration. Soient 
Fr = (,) 8... (f). 
A = (a)... (a) 
et 


ai — à m;jfj, mMm;,EZ. 
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On a la matrice M — (m;;). Définissons les fransformations élé- 
mentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice entière: a) 
permutation de deux lignes, b) addition à une ligne d'un multiple 
entier d'une autre ligne, c) multiplication d'une ligne par —1, ainsi 
que les opérations analogues effectuées sur les colonnes. Compte tenu 
du fait que pour deux entiers quelconques non nuls a, b on trouve 
deux entiers x, y tels que az + by = pgcd (a, b), on arrive, en 
utilisant les méthodes classiques de l’algèbre linéaire (plus exacte- 
ment de la théorie des À-matrices), à mettre la matrice W, par des 
transformations élémentaires de ses lignes et colonnes, sous la forme 


m ; 
M 


mm}, 0 ... 0 


Il reste à remarquer que les transformations élémentaires sur les 
lignes équivalent à un changement de base dans À, et les transfor- 
mations élémentaires sur les colonnes, à un changement de base 
dans F,. Le théorème est démontré. 


8.1.2. Théorème. Tout groupe abélien de type fini G se dé- 
compose en somme directe de sous-groupes cycliques. Plus exactement, 
G se décompose en somme directe de groupes cycliques infinis et de grou- 
pes cycliques primaires. En outre. le nombre des sommants cycliques 
infinis et la famille des ordres des sommants cycliques primaires sont 
les mêmes pour toute décomposition de G, i.e. ce sont des invariants du 
groupe G. 


Démonstration. Par définition, le groupe G est isomor- 
phe à un groupe quotient F,/A d'un groupe abélien libre F, de degré 
fini r. En vertu du théorème 8.1.1, il existe dans F, et À des bases 
fais + În eta,,..., a, telles que a; = mifs, 1< i< k. Montrons 
que F,/A est une somme directe de sous-groupescycliques (f; + À). 

Tout d’abord, il est clair que ces sous-groupes engendrent F,/A. 
Supposons ensuite que le zéro du groupe quotient F,/A soit de la 


forme 
A=lfi+...+ lifn + À. 
Alors Lf, + ...+1,f, — a € A. D'autre part, exprimant l'élé- 


ment a en fonction de la base a,, ..., a, du sous-groupe À ct tenant 
compte des égalités a; = m;ifs, nous aboutissons aux relations 


lfi +... + fn = St +... + Sxax = SM Fee: + SxMafn. 
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Puisque les éléments se définissent de façon unique en fonction de 
leurs générateurs libres /;, on obtient l; = sim;, 1<i<k, 1; = 0, 
k < j< n. Or, cela veut dire que chacun des éléments /;f; appartient 
à À. Le zéro se représente donc bien de façon unique sous la forme 
d'une somme d'éléments de sous-groupes (f; + À), si bien que le 
groupe G se décompose en somme directe de sous-groupes cycliques. 
Enfin, en vertu des résultats obtenus dans l'exercice 1.2.12, tout 
sous-groupe cyclique fini se laisse décomposer en somme directe 
de termes cycliques primaires. 

Montrons maintenant que les quantités mentionnées dans le 
théorème sont bien des invariants. Considérons une décomposition 
quelconque de G en somme directe de termes cycliques infinis et 
de termes cycliques primaires et désignons par G, et G, les sommes 
directes des termes cycliques infinis et des p-termes cycliques res- 
pectivement de cette décomposition (p premier). Îl est clair que 
G,; est un p-sous-groupe maximal et que T — YG, est un sous-groupe 


P 
périodique maximal de G, si bien que le sous-groupe G4 = G/T et 
tous les G, sont indépendants de la décomposition choisie. Puisque 
le nombre des sommants cycliques infinis est égal à dim G«, il est 
un invariant de G. Ensuite. le nombre des sommants cycliques dans 
la décomposition du groupe G, coïncide avec celui de sa couche infé- 
rieure G5 — {£g EG, | pg — 04, donc aussi avec la dimension de 
l’espace vectoriel G; sur le corps commutatif de p éléments, ce qui 
fait que ce nombre est un invariant comme le précédent. Soit enfin 


GT ,m ® - + ® Z, mas 


posons pour fixer les idées m >...>m,.. Nous allons montrer 
par récurrence Sur M, +... + m, que les m; sont indépendants de 
la décomposition choisie. En effet, 


GhlGp=E m1 (Le) es, @ Lyms=1 


donc, d’après l'hypothèse de récurrence, tous les m; non inférieurs à 
2 sont des invariants de la décomposition. Puisque le nombre des 
m; qui restent est la différence entre s et le nombre des m; non infé- 
rieurs à 2, il est aussi un invariant du groupe. Le théorème est dé- 
montré. 


8.1.3. Exercice. Soit F un groupe abélien libre de degré 
fini nr à base 


PRES (1) 


Définissons les transformations élémentaires de la base (1): ce 
seront les passages de (1) à l’une des bases 

a) is ces lis ess Lis soes los LT: : 

b) Lis  . Ji + mj;, 4 is Re 1 i Æj, 
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=] 
= 


c) 1e "5 —f;, 9 frs 

On demande de montrer qu'il existe toujours une chaine finie 
de transformations élémentaires qui permet de passer de la base (1) 
à n'importe quelle base donnée à l'avance dans le groupe F. 

8.1.4. Exercice. L'intersection des sous-groupes d'indice 
fini d'un groupe abelien de type fini est nulle. 

8.1.5. Exercice. L'ensemble des éléments d'ordre fini 
d’un groupe abélien de type fini est un sous-groupe fini. 

8.1.6. Exercice. Montrer, à l’aide d'un exemple, que le 
théorème 8.1.1. cesse d'être valable pour les groupes abéliens libres 
de degré infini. 

Solution. Soient G = (a,) ® (a) ® ... somme directe dé- 
nombrable de groupes cycliques infinis, 


H = gr (b,, b,, ...), où b, = na, — a,_.. 


Supposons que G et H admettent des bases compatibles; il vient 
alors que le groupe quotient G/H = Q se décomposerait, lui aussi, 
en somme directe de groupes cycliques, ce qui est pourtant faux. 
8.1.7. Exercice. Tous les sous-groupes d'un groupe abé- 
lien de type fini sont de type fini. 
.1.8. Exercice.Si 4, B sont deux groupes abéliens de type 
fini, le groupe additif Hom (A, B) (voir la définition dans le 
n° 9.1.6) est de type fini. 


$ 9. Groupes abéliens complets 


Un groupe G est dit complet ou divisible si pour tout entier stricte- 
ment positif r et tout élément g € G l'équation nx = g admet au 
moins une solution dans G. 


9.1.1. Exemples.lI. Il est évident que le groupe additif Q 
des nombres rationnels est complet. 

IT. Montrons que le groupe quasi cyclique C,+ est complet. 
Nous savons que le groupe C,+ est isomorphe (en notation additive) 
à la réunion d'une famille croissante de groupes cycliques finis 


(a) <a) Leo. Lan) L..., 


et ceci de sorte que pa, = Ü, pan+ = an, n = 1, 2, ... Considé- 
rons l'équation sx = g. L'élément g est contenu dans un des sous- 
groupes de la suite, par exemple dans (a,), auquel cas on a g = la,. 
Si s — p"m, (m, p) = 1, il existe des d;, d, tels que 1 = p"d, + 
+ md,. D'où, à l'aide des égalités g = la,, p'a, = 0, nous dédui- 
sons que g — (p"d1 + md2) g — md,la,. Cette dernière égalité 
entraîne, compte tenu de la relation p'a,4x = an, l'égalité g = 
= mp" (dla,+x). Ainsi donc, l'élément dla, vérifie l'équation 
SZ = £. 
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L'importance des exemples cités tient à ce que tout groupe 
abélien est somme directe des groupesQ etC;«, cf. le théorème 9.1.6, 
dans le texte qui suit. 


9.1.2. Exercice. Montrer que les images homomorphes et 
les sommes directes et cartésiennes des groupes abéliens complets sont 
complètes. 


9.1.3. Théorème. Tout groupe abélien est isomorphe à un 
sous-groupe d'un groupe abélien complet. 


Démonstration. Soit F un groupe abélien libre à géné- 
rateurs libres x;, à € Z, tel que G = F/N. Désignons par F* la somme 
directe Y' Q; des groupes ©; isomorphes au groupe additif des 


1€1 

nombres rationnels Q et choisissons un b; quelconque non nul dans 
chaque Q;. Il est évident que l'application x; — b; se prolonge en 
une application isomorphe + de F dans F*. En vertu de l’isomor- 
phisme +, le groupe F peut être considéré comme un sous-groupe de 
F*. Conformément au résultat obtenu dans l’exercice 9.1.2, le 
groupe quotient F*/N est complet ; en outre, son sous-groupe F/N 
est isomorphe à G. 


9.1.4. Théorème. Un sous-groupe complet À d’un groupe 
abélien G est toujours un sommant direct dans G. 


Démonstration. Soit B un sous-groupe maximal dans G 
dont l'intersection avec À est nulle (l'existence de B se démontre 
facilement par récurrence transfinie ou à l’aide du lemme de Zorn). 
Démontrons l'égalité G — À @ B. 

Supposons que G%# À ® B, et choisissons un élément g EG 
qui ne soit pas contenu dans la somme A @ B. Le sous-groupe 
cyclique (£g) a une intersection non nulle avec À @ B, sinon la som- 
me À + B + (g) serait directe et le sous-groupe B @ (g), qui 
contient strictement B, aurait une intersection nulle avec À, ce qui 
contredit la condition de choix de B. Ainsi donc, g € À @ B, mais 
un multiple #g de cet élément appartient à À ® B, le nombre n 
étant considéré par exemple comme le plus petit nombre positif 
vérifiant la condition ng € À ® B. On peut même admettre que n 
soit un nombre premier; s’il n’en était pas ainsi, nous prendrions 


au lieu de g un élément 7 E où p est un diviseur premier de n. 


En vertu du choix de g, il existe des éléments a€ A,bE€B 
tels que 7g = a + b. Puisque le sous-groupe À est complet, il 
contient un élément a, tel que na, = a. Remplaçant a par na, dans 
l'égalité précédente, on obtient ng, = b, où g, — g— a. Au même 
titre que g, l'élément g, n'appartient pas au sous-groupe À @ B. 
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En vertu du choix du sous-groupe B, l'intersection À f} (g,, B} 
est distincte de zéro. Cela revient à dire qu'un élément non nu 
a’ € À se laisse décomposer en une somme a” = kg, + b', b'EB, 
0< k< n. Puisque (4, n) = 1, il existe des /, s tels que /k + sn — 
— 14 et donc g, = lkg, + sng1. Puisque ng,, kg, = a" —b'E AG 
@ B, on a g,€ À ® B. La contradiction démontre le théorème. 


9.1.5. Exercice. La somme d'une famille quelconque de 
sous-groupes complets d’un groupe abélien est un sous-groupe 
complet. 


9.1.6. Théorème. Tout groupe abélien complet non nul G se 
décompose en somme directe de sous-groupes isomorphes au groupe 
additif Q des nombres rationnels ou à des groupes quasi cycliques C», 
avec peut-être des p premiers différents. 


Démonstration. Construisons la décomposition indiquée 
de G par récurrence transfinie. 

Choisissons dans G un élément arbitraire non nul g. On peut le 
faire de deux façons: 

1° L'élément g est d'ordre infini. Puisque G est complet, il 
existe une suite d'éléments 


& — Lis Los ee + ns - - - 


telle que (nr + 1) gns1 = Enr 2 = 1, 2, ... On vérifie facilement 
que le sous-groupe engendré par 81, £:, . . . est isomorphe au groupe 
additif des nombres rationnels Q,. 

20 L'élément g est d'ordre fini n. Alors l'élément a, — TE où p 
est un diviseur premier de n, est d'ordre premier p. Puisque G est 
complet, il existe comme précédemment une suite d'éléments 
Œj, es + + y Pan+1 — An Qui engendre cette fois-ci un groupe iso- 
morphe à Cpo. 

Quel que soit l’ordre de g, le groupe G contient donc un sous- 
groupe À, isomorphe à Q ou à Up. 

Supposons construite une suite de sous-groupes complets À, << 
<A3 <<... LAg<..., B<a, telle que pour un f trans- 
fini limite il y ait Ag — Y À, et pour un $ transfini non limite 


ô< 
Ak se décompose en somme directe de À,4_, et d'un sous-groupe 
Gs-1 isomorphe à Q ou à un Cpœ. 

Si & est un ordinal limite, posons 4, = YŸ À. Si à est non 


B<a 
limite, le sous-groupe À,-, est complet. Pour 4,_, — G on a en 
vertu du théorème 9.1.4. une décomposition directe G = A,_1 ® C. 
Par analogie à la construction de À,, choisissons dans le groupe 
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complet C un sous-groupe C,_, isomorphe à Q ou à Ch et mettons 
Aa = Aa ® Cor 

La construction par récurrence de À, prendra fin pour un y tel 
que À, = G. 

Après avoir construit À,, a < y, remarquons que G se décompose 
en somme directe de sous-groupes À; = Co, Cyr + + «y Car - «+ + Le 
théorème est démontré. 


9.1.7. Exercice. Dans un groupe abélien sans torsion, 
l'intersection d'une famille quelconque de sous-groupes complets 
est un sous-groupe complet. 

9.1.8. Exercice. On appelle complété du groupe donné G 
le plus petit groupe complet G* contenant G. Autrement dit, le 
complété G* du groupe G est un groupe complet contenant G et tel 
que tout groupe complet À vérifiant la condition G< À < G* 
se confond avec G*. Démontrer qu’un groupe abélien G sans torsion 
admet des complétés abéliens sans torsion. Ces complétés de G 
sont liés deux à deux par un isomorphisme qui prolonge n'importe 
quel automorphisme de G donné à l'avance. 

9.1.9. Exercice. Montrer à l’aide d'un exemple que l’inter- 
section de sous-groupes complets d'un groupe périodique n'est pas 
forcément un sous-groupe complet. 

9.1.10. Exercice. Un groupe qui ne contient aucun sous- 
groupe complet non nul s'appelle réduit. Tout groupe abélien se 
décompose en somme directe d’un sous-groupe complet et d’un sous- 
groupe réduit. 

9.1.11. Exercice. En théorie des modules, on introduit les 
notions très importantes de module projectif et de module injectif. 
Pour les groupes abéliens (qui sont des modules sur l'anneau des 
entiers relatifs) ces notions se définissent comme suit. On dit qu'un 
groupe abélien F est projectif (7 -module projectif) si pour tout homo- 
morphisme surjectif t: À —-B d'un groupe À sur un groupe B 
et pour tout homomorphisme injectif q: F— B de F dans B il 
existe un homomorphisme 1\': F — À tel que le diagramme 


soit commutatif, i.e. ® = vw. Un groupe abélien B s'appelle injectif 
si pour tout isomorphisme t de B sur À et tout homomorphisme 
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injectif o de B dans G il existe un homomorphisme +: À — G tel que 
le diagramme 


/ 
? 
SL 
# 


soit commutatif, i.e. @ = tÿ. On demande de montrer que 
1° un groupe abélien est projectif si et seulement s’il est libre, 
& 2° un groupe abélien est injectif si et seulement s’il est complet. 


$ 10. Groupes abéliens périodiques 


Dans tout groupe abélien G, l’ensemble T de ses éléments d'ordre 
fini forme un sous-groupe qu'on appelle parfois partie périodique 
de G. Le groupe quotient G/T est déjà apériodique (sans torsion). 
Grâce à ce fait, l’étude des groupes abéliens en général se trouve 
réduit, dans une certaine mesure, à l'étude des groupes périodiques 
et apériodiques. Ïl est à noter que la partie périodique ne constitue 
pas un sommant direct en général. 


10.1.1. Exemple. Soit 
G=YZ, G=972, 
P P 


(la sommation étant effectuée pour tous les p premiers). Il est évident 

que G est la partie périodique de G. Montrons que G/G est un groupe 

complet et que G n’est pas un sommant direct dans G. 
Montrons d’abord que le groupe quotient G/G est complet. Soient 


fEG et n un entier strictement positif. Puisque pour p>n le 
groupe = , contient un élément g, tel que ng, = f (p), on a ng = f', 
où 


O0 pour p<n, 
£n Pour p>n, 


0 pour p<n, 


PRE jap pour p> 


g (P)= 

Or, fG = f'G, aussi l'équation rx — fG admet-elle une solution dans 
GIG. 

Supposons maintenant que G se décompose en somme directe 

G = G ® H. Puisque A æ G{G, il ressort de ce qui précède que le 

sous-groupe {1 est complet. Ainsi donc, l'équation nx = k, h € I, 

doit avoir une solution dans {J pour x quelconque. Or, si l’on à par 


6—01533 
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exemple À (p) = 0, l’équation indiquée n'admet aucune solution 
pour z = p. La contradiction obtenue confirme la conjecture sur G. 


Dans un groupe abélien périodique G, l'ensemble G; de ses 
p-éléments, i.e. des éléments dont les ordres sont des puissances 
d’un p premier choisi une fois pour toutes, forme un sous-groupe. 
Il est évident que G,; est un p-sous-groupe maximal dans G: il s’ap- 
pelle aussi composante primaire dans G. 


10.1.2. Exercice. Tout groupe abélien périodique se décom- 
pose en somme directe de ses composantes primaires. 


Conformément à l'exercice 10.1.2, en étudiant les groupes abé- 
liens périodiques, on peut se borner à considérer des p-groupes, au 
moins s’il s’agit de la décomposition du groupe. Nous nous bornerons 
donc, dans ce paragraphe, à formuler et à démontrer quelques pro- 
positions relatives aux p-groupes, bien qu'on puisse sans difficulté 
aucune les généraliser pour les groupes périodiques. 

En liaison avec le théorème de décomposition d’un groupe abélien 
de type fini en somme directe de sous-groupes cycliques, il est natu- 
rel de se demander si cette décomposition reste valable pour un 
p-groupe abélien quelconque qui n’admet aucun sous-groupe complet. 
La réponse est négative dans le cas général; il existe cependant 
quelques critères utiles qui, s'ils sont satisfaits, font que le p-groupe 
abélien se décompose en somme directe de sous-groupes cycliques. 


10.1.3. Exemple. Soit G = » (ah) somme directe de sous- 


groupes cycliques (a,) d'ordres Le, lp, n°1: 2, :.::.,; el 
bh = p"”!a,. Posons :V = gr(c;, ..., Cn, . . .), où ch = bn — bn 
et montrons que le groupe G = G/N ne contient aucun sous-groupe 
complet non trivial et ne se décompose pas en somme directe de 
sous-groupes cycliques. 

En effet, le groupe quotient G/N, par un sous-groupe fini W.,, 
où N, = V,/N, N, = (b,, IV), se décompose en somme directe de 
sous-groupes cycliques (as, V,)/W;, avec a, = an + N. On montre 
facilement que de tels groupes n'ont aucun sous-groupe complet 
non nul. 

Puisque db; + N = bi,1+ NV, on a p"-la, = a, ce qui veut 
dire que l'équation p"xz = a, admet une solution dans G pour n 
quelconque et pour un élément a, donné. Or, les sommes directes de 
p-groupes cycliques n’ont évidemment pas cette propriété. Aussi, 
G ne peut-il pas se décomposer en somme directe de sous-groupes 
cycliques. 
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10.1.4. Exercice. Un groupe abélien de période p première 
se décompose en somme directe de sous-groupes cycliques. 

Indication: opérer par récurrence transfinie ou assimiler 
le groupe abélien de période p à un espace vectoriel sur le corps 
GF (p) et appliquer le théorème de l'algèbre linéaire sur la décompo- 
sition d’un espace en somme directe de sous-espaces de dimension f. 


10.1.5 Premier théorème de Prüfer. Un p-grou- 
pe abélien de période finie se décompose en somme directe de sous-groupes 
cycliques. 


Démonstration. Nous allons opérer par récurrence sur 
la période du groupe. En vertu de l'exercice 10.1.4, nous supposons 
aussitôt que le théorème est valable pour les groupes de période 
<<" et nous considérons un groupe abélien G de période p”. 

Puisque le sous-groupe pG est de période p"”!, il se décompose, 
d'après l'hypothèse de récurrence, en somme directe de sous-groupes 
cycliques, pG — V' (a;i). Désignons par x; une solution de l'équa- 

Ier 
tion px == a; (que cette dernière admet sürement dans G) ct posons 
H = (x; li €7). Remarquons que 1 = Y (z;). (Démontrer !) 


‘€1 

Soit ensuite B un sous-groupe maximal dont l'intersection avec H 
est nulle, et soit G  H + B. Prenons un élément g € G non conte- 
nu dans À — B. Par construction de H, on voit que l'équation 
pz = pg admet dans À au moins une solution, par exemple k. 
L'élément g, — g —/h n'appartient pas à la somme H + B, et 
P& = 0. En vertu du choix de B, l'intersection A f] (g,, B) 0. 
Cela veut dire qu'un élément non nul z, € H se laisse mettre sous 
la forme, — kg; + b,,h € B,,0<k< p. D'où, sisk = 1 (mod p), 
on a g, = Skg, = sh, — sb, € H + B, ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse sur g,. On a donc G = H @ B. 

Puisque } et B se décomposent chacun en somme directe de sous- 
groupes cycliques (le premier par construction et le second en vertu 
de l’exercice 10.1.4), le groupe G admet une décomposition analogue, 
lui aussi. Le théoreme est démontré. 


On dit qu'un élément g 0 d’un p-groupe abélien G ‘est de 
hauteur finie h dans G si l'équation px = g a ‘une solution pour 
n < h seulement. Si cette équation a une solution pour » quelcon- 
que, la hauteur de g est, par définition, infinie. 

Utilisant la notion de hauteur, nous allons formuler et démontrer 
encore une condition suffisante de décomposition d’un p-groupe 
abélien en somme directe de sous-groupes cycliques. Avant de le 
faire, nous introduirons cependant une nouvelle notion utile, à sa- 
voir: un sous-groupe pur. 


6 * 
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Nous disons qu’un sous-groupe À d’un groupe G est pur si l’équa- 
tion 2x = a résoluble dans G pour tout 7 et tout élément a € À 
est encore résoluble dans le sous-groupe À. 


10.1.6. Exercice. Dans une somme directe de groupes abé- 
liens, chaque sommant est pur. 

10.1.7. Exercice. La partie périodique d'un groupe abé- 
lien G est pure dans G. 

10.1.8. Exercice. Un sous-groupe À d'un p-groupe abé- 
lien G est pur si et seulement si toute équation du type p'r = a, 
a € À, résoluble dans G l’est aussi dans À. 

10.1.9. Exercice. Dans un groupe abélien G tel que 7G = 0, 
un sous-groupe À est pur si et seulement si pour tout diviseur m 
de n et pour tout a € À l'équation mx = a résoluble dans G l’est 
aussi dans À. 

10.1.10. Exercice. Soit À un sous-groupe pur d’un groupe 
abélien G, qui définit dans G le groupe quotient cyclique G/A = 
= (g + À). La classe g + À de G contient alors un élément g, tel 
que |g | = |G/A |. 

10.1.11. Exercice. Si le groupe quotient d'un groupe abé- 
lien G par un sous-groupe pur À se décompose en somme directe de 
sous-groupes cycliques, À est sommant direct dans G. 

Indication: utiliser l'exercice 10.1.10. 


10.1.12. Théorème (Prüfer-Koulikov). Si un s us-groupe 
pur À d'un groupe abélien G est de période finie, À est sommant direct 
dans la décomposition de G. 


Démonstration. Par hypothèse, r7A = 0 pour un n 0. 
Compte tenu du fait que À est pur, il en découle que À f\ rG = 0. 

Montrons que le sous-groupe B/nG, où B = À + nG, est pur 
dans le groupe quotient G/nG. A cet effet, supposons que l’équation 
mx =a+nG,a€ À, a dans G/nG une solution g + nG. Conformé- 
ment à l'exercice 10.1.9, on admet que m est diviseur de 7», soit 
n = mm. 

De Ja relation m (g + nG) = a + nG découle l'égalité mg = 
= a + ngi, donc aussi a = m (g — m,g,). Puisque À est pur, il en 
résulte qu’il existe dans À un élément a, tel que a — ma;. Or, s'il 
en est ainsi, l'élément a, + nG vérifie l'équation mx = a + nG. 

Puisque B/nG est un sous-groupe pur dans G/nG et que le groupe 
quotient de G/nG par B/nG se décompose en somme directe de sous- 
groupes cycliques en vertu du premier théorème de Prüfer, le sous- 
groupe />/nG est sommant direct dans G/nG conformément à 10.1.11, 
i.e. G/nG = BlnG ® CI/nG. D'où G = À CC, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 
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10.1.13. Corollaire. Si la partie périodique T d'un groupe 
abélien G est de période finie, T est sommant direct dans la décomposi- 
tion de G. 


10.1.14. Deuxième théorème de Prüfer. Ur 
p-groupe abélien dénombrable G sans éléments de hauteur infinie se 
décompose en somme directe de sous-groupes cycliques. 


Démonstration. Puisque G est dénombrable, sa couche 
inférieure À = {g € G | pg = 0} est dénombrable, elle aussi; il 
existe donc dans G une suite de sous-groupes 


0 = A0< A <<... <An<... 
tels que U 4, = À et | An41: Ah | = p. 


Soient À, = (a,) et b, solution de l’équation p'ir = a,, où h, 
est la hauteur de l'élément a,. On voit aussitôt que (b,) est un sous- 
eroupe pur dans G et que G se décompose donc en somme directe 
G = (b,) ® B,. Il est évident que 4, = À, + (4, f] B;) et que la 
hauteur *, d’un élément non nul à, € 4, f\ B1 dans G se confond 
avec la hauteur de cet élément dans le sous-groupe B.. 

Soit b, € B, solution de l'équation p'?r = a,. Il existe comme 
précédemment une décomposition directe B, = (b,) ® B;, et ceci 
de telle façon que G = (b,) ® (b,) ® B:. 

Construisant de nouveaux sous-groupes (b,) et B, par ce procede, 
on aboutit à une somme directe C = (b,) ® (b,) ® ... et à une 
suite de sous-groupes B, > B, >> ... telles que G = (b;) ® ... 
... ® (b,) ® B, et B, N 4, = 0. 

Montrons que G = C. Soit g€G, |g | = p". Cherchons un n# 
tel que p"-g € ÀA,. Soit g — © + b, avec cE (b,) + ... + (ba), 
bE B,. Puisque p""1b € À, NB; = 0, on a |b|<]gl|, ce qui 
revient à dire que b € C. Or, on a alors aussi g € C. Le théorème 
est démontré. 


Le groupe dont il s'agit dans le deuxième théorème de Prüfer 
doit absolument être dénombrable, ainsi que le montre l'exemple 
suivant : 


10.1.15. Exemple. Soient p un nombre premier, G =Ÿ Ê 


= pns 
111 
T la partie périodique de G. Il est évident que T est un p-groupe sans 
éléments de hauteur infinie et a la puissance du continu. Montrons 
que 7 ne se décompose pas en somme directe de sous-groupes cycli- 
ques. À cet effet, supposons qu'au contraire T = Ÿ (a;). Puisque 
er 


1€ 
T est non dénombrable, il existe une partie infinie 7, & 1 telle que 


les ordres des éléments du sous-groupe À = Ÿ (a;) soient limités 
ET, 
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dans leur ensemble, par exemple par un nombre p“. Puisque À est 
sommant direct dans T, les hauteurs des éléments non nuls de À 
dans le groupe 7 ne sont jamais supérieures à k. Supposons que b, 
engendre le groupe 7 ,n. On a pour tout f € À 


f(n)E(p"-"b,) pour r>k. 


Puisque les composantes des fonctions / dans le sommant direct 
: pn ne parcourent qu'un ensemble fini de valeurs et que le sous- 
groupe À est infini, il existe dans À deux éléments distincts f,, fa 
tels que f, (n) = f, (n) pour 1 < r L 2k. Leur différence f — f, — 
— ÿ, est non nulle, appartient à À et admet dans 7 une hauteur plus 
grande que À: or, cela est contraire à la construction de À. 


Montrons que Iou. M. Gortchakov et Ph. Ilall (voir [11]) ont 
établi des théorèmes absolument non triviaux analogues à ceux de 
Prüfer et relatifs aux groupes localement normaux. 

Voyons en conclusion la structure des groupes abéliens périodi- 
ques de rang fini. Conformément à l’exercice 2.3.4, il suffit de consi- 
dérer la structure des groupes primaires dont la description complète 
est donnée par le 


10.1.16. Théorème. L'r groupe abélien primaire est de rang 
fini r si et seulement s'il se décompose en somme directe de r groupes 
quasi cycliques et groupes cycliques finis. 


Démonstration. Puisque les groupes cycliques et quasi 
cycliques sont de rang 1, la condition est suffisante (voir le théorè- 
me 4.1.7). Supposons ensuite que G soit un p-groupe abélien de rang 
fini r. Conformément à l'exercice 9.1 10, il suffit de considérer alors 
les deux cas suivants: 

1. Le groupe G est complet. Il se décompose alors, en vertu du 
théorème 9.1.16, en somme directe de sous-groupes quasi cycliques. 
On comprend que le nombre des termes de cette somme ne peut 
jamais être plus grand que r. 

2. Le groupe G est réduit. Montrons que G est dénombrable et ne 
contient aucun élément de hauteur infinie: il ne restera alors qu'à 
appliquer le deuxième théorème de Prüfer 10.1.14. Tout d’abord, 
le groupe G contient pour chaque À = 1, 2, ... un nombre fini 
d'éléments qui vérifient l'équation p“xz = 0 (compte tenu du premier 
théorème de Prüfer et du rang fini de G), aussi G est-il dénombrable. 
Supposons ensuite que G contienne un élément non nul a de hauteur 
infinie; soit p" son ordre. Choisissons dans G un élément x, pour 
chaque 4 = 1, 2, ..., de telle façon que pr, = a. Puisque les 
éléments p'-ir,, k = 1, 2. ... , sont tous de même ordre p”+!, 
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il existe parmi ces éléments, en vertu de ce qui précède, une sous- 
suite infinie d'éléments qui se confondent; désignons cet élément 
par a,. De toute évidence, pa, = a et, par construction, a, est de 
hauteur infinie, lui aussi. Poursuivant la construction par récurren- 
ce, nous obtenons des éléments a = @y, @j, Ge, . . . tels que pa;+1 — 
— ay, à = 0, 1, 2, ...; le sous-groupe qu'ils engendrent est évi- 
demment complet, ce qui est impossible car G est réduit par hypothèe- 
se. 


CHAPITRE 4 


GROUPES FINIS 


$ 11. Sous-groupes de Sylow 


En étudiant les groupes abéliens, nous avons vu que leur structure 
est déterminée dans une large mesure par celle des p-sous-groupes 
maximaux. En théorie des groupes finis, les p-sous-groupes maxi- 
maux jouent un rôle tout aussi essentiel. Dans ce paragraphe. nous 
démontrerons le théorème de Sylow sur les groupes finis: pour toute 
puissance p* divisant l'ordre du groupe, il existe un sous-groupe 
d'ordre p* tel que si pt+! divise l’ordre du groupe, tout sous-groupe 
d'ordre p% est contenu dans un sous-groupe d'ordre p*+!: tous les 
p-sSous-groupes maximaux sont conjugués deux à deux dans le groupe, 
leur nombre étant congru à Î{ modulo p. Ce théorème, démontré 
par le mathématicien norvégien L. Sylow en 1872, fut la pierre 
angulaire de la théorie des groupes finis. De nombreuses généralisa- 
tions de ce théorème, effectuées par des moyens différents, apparurent 
tant en U.R.S.S. (S. A. Tchounikhine et autres) que dans d’autres 
pays (Ph. Hall et autres). En liaison avec ce théorème et en l'hon- 
neur de son auteur, les p-sous-groupes maximaux des groupes finis 
(et souvent des groupes infinis aussi) sont appelés p-sous-groupes 
de Sylow. 

Du théorème de Sylow, il ressort en particulier que tout p-sous- 
groupe de Sylow d’un groupe fini est exactement un sous-groupe 
d'ordre p’, où p’ est la puissance maximale de p divisant l'ordre du 
groupe. Remarquons que si m est diviseur de l’ordre du groupe fini G 
sans être puissance d’un nombre premier, il se peut que G ne contien- 
ne aucun sous-groupe d'ordre m: par exemple, le groupe alterné A, 
d'ordre 12 n’a pas de sous-groupe d'ordre 6, cf. l'exercice 11.2.2. 


11.1. Théorème de Sylow. Pour démontrer ce théorème. nous 
avons besoin de la notion d'action. On dit qu’un groupe G opère sur 
un ensemble M si pour deux éléments quelconques mE M. g€ G 
il existe un élément mg € M et que de plus (mg:) g, = m (g:82) 
et me — m pour tous m € M, g,,8: E G.Icieest l'unité du groupe G. 
L'ensemble mG = {mg |gE G} s'appelle orbite de l'élément m. 
Il est évident que les orbites de deux éléments quelconques de M ou 
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bien se confondent, ou bien ne se rencontrent pas, si bien que l’en- 
semble M se trouve divisé en orbites disjointes. 


11.1.1. Théorème (Sylow). Soient G un groupe fini et p un 
nombre premier. Existence. Pour ioute puissance p* divisant 
l’ordre de G, il existe un sous-groupe d'ordre p*.Inclusion. Sip?*t 
divise l'ordre de G, tout sous-groupe d'ordre p* de G est inclus dans un 
sous-groupe d'ordre p°*! de G. En particulier, tout p-sous-groupe de 
Sylow de G est exactement un sous-groupe d'ordre p', où p" est la puis- 
sance maximale de p qui divise l'ordre de G. Conjugaison. 
Tous les p-sous-groupes de Sylow du groupe G sont conjugués dans G. 
N ombre. Le nombre des p-sous-groupes de Suylou: dans G est congru 
à 1 modulo p et divise l’ordre de G. 


Démonstration. Existence. Soit|G|= p'l,{(p,l)= 
= 1. Soit M l’ensemble des parties de cardinal p2 dans G. 11 est 
évident que 


p'l pi rl— j 

M] — = pr- Ke A 

pme, jeep I A, 
J= 1 


aussi, la plus grande puissance de p divisant |} | est-elle p'-%. 
Si MEM, gEG, il est évident que Wg = {mg|mEe M}ESWX, 
si bien que G opère sur M par translations à droite. Soit {A,, ... 

+ M,} l'orbite dont le cardinal s ne se divise pas par p'-"*1. 
Soit ensuite 


Gi = {g18€G, Mg= Mi} 1<i<s. 


On vérifie immédiatement que G, est un sous-groupe dans G 
et que les G; sont les classes à droite de G suivant G,. Montrons que 
le sous-groupe G, est bien d'ordre p*. Désignons provisoirement 
| G, | = t; alors, en vertu du théorème de Lagrange 2.4.5, on a st — 
= |[G | = p'l. Puisque la plus grande puissance de p divisant s 
est p'%, on conçoit que p* divise { ; en particulier, { > p%. D'autre 
part, si z € M,, on a évidemment xG, = M,, donc, |G | << | M, | 
ou << pt. On a définitivement À = pz. 


Inclusion. Soient p+! diviseur de | G |, P un sous-groupe 
d'ordre p% dans G, © la classe des sous-groupes conjugués de P par 
les éléments de G. On sait que 


[éI=1G: N (P)1. 


Si [GC | ne se divise pas par p, alors | Vc (P) | se divise par p°+!; il 
existe donc dans 4 (P})/P, en vertu de la première proposition du 
théorème, un sous-groupe P*/P d'ordre p, auquel cas P* est le sous- 
groupe demandé P. Supposons maintenant que | & | se divise par p. 
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Le groupe P opère sur GC par conjugaisons, et les cardinaux des 
orbites sont diviseurs de | P |, c’est pourquoi ces cardinaux se pré- 
sentent sous la forme pi, à; >> 0. Puisqu'il existe au moins une 
orbite à un élément {P} et que | G | se divise par p, il existe sûre- 
ment une autre orbite à un élément {Q}. Or, cela revient à dire que P 
normalise Q, aussi PQ est-il un p-sous-groupe (il est à noter que 
PQ/Q = P/P MN Q et que toute extension d’un p-sous-groupe par 
un p-sous-groupe est encore un p-sous-groupe). Appliquant à PQ 
l'automorphisme intérieur de G qui renvoie Q sur P, on obtient un 
p-sous-groupe P'P dont P est un sous-groupe normal propre. Il 
existe alors comme précédemment dans /"P!/P, toujours en vertu 
de la première proposition du théorème, un sous-groupe P*/P 
d'ordre p, auquel cas P* est le sous-groupe cherché. 

De la proposition démontrée il ressort que tout p-sous-groupe de 
Sylow d'un groupe fini est exactement un sous-groupe d'ordre p’, 
Où p”' est la puissance maximale de p qui divise l'ordre du groupe. 

Conjugaison. Soit maintenant P un sous-groupe d'ordre 
p' dans G (en particulier, un p-sous-groupe de Sylow), le symbole € 
conservant sa signification définie ci-dessus. Îl s’agit de montrer 
que tout p-sous-groupe de Sylow Q de G est contenu dans GC. Or, Q 
opère sur @ par conjugaisons, les orbites des éléments étant comme 
précédemment de cardinal pi. &; > 0. Puisque maintenant |C | 
ne se divise sûrement pas par p. il existe une orbite à un élément 
ss }, i.e. Q normalise P’. Alors P'Q est un p-sous-groupe et, puisque 

’ et Q sont maximaux, on a Q — P'Q = P'EG. 

Nombre. Conservant les notations de l'alinéa précédent, il 
suffit de vérifier que {Q} est l'unique orbite à un élément. S'il 
existait une autre orbite de ce type {Q'}, alors QQ” serait un p-sous- 
groupe distinct de Q, ce qui est impossible. Le théorème est démontré. 


Remarquons qu'au lieu d'un théorème unique, on parle parfois 
de trois théorèmes de Sylow: l'existence et l'inclusion font l'objet 
du premier, la conjugaison, du deuxième, et le nombre des p-sous- 
groupes de Sylow, du troisième théorème de Sylow. 


11.1.2. Exercice. Un groupe d'ordre 196 contient un p-sous- 
groupe normal de Sylow. 

11.1.3. Exercice. Les p-sous-groupes de Sylow d’un groupe 
infini ne sont pas toujours conjugués dans ce groupe ; autrement dit, 
la condition de finitude dans le théorème de Sylow est essentielle. 

Indication: considérer une puissance directe de S:. 

11.1.4. Exercice. Soient P un p-sous-groupe de Sylow d’un 
groupe fini G. et À un sous-groupe de G qui contient le normalisateur 
Nc (P). On a alors Y, (4) = H. 


11.2. Application aux groupes d’ordre pg. Le théorème de Sy- 
low fournit souvent une information substantielle sur le groupe 
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fini, et si le groupe n'est pas grand — dans un sens déterminé — . il 
donne une description complète de ce groupe. À titre d'illustration. 
nous donnerons la description des groupes d'ordre pq. 

Soient p, q deux nombres premiers tels que p << q. Quel sera le 
groupe G d'ordre pq? Les p- et q-sous-groupes de Sylow dans G, 
étant des sous-groupes d'ordre premier. sont cycliques. Soient (a). 
(b) des p- et qg-sous-groupes de Sylow respectivement. En vertu du 
théorème de Sylow, le nombre des q-sous-groupes de Sylow dans G 
s'écrit sous la forme Î + kg et divise pq. aussi le q-sous-groupe 
de Sylow (b) est-il unique. En particulier, (b) est normal dans G. 
En ce qui concerne le nombre des p-sous-groupes de Sylow, il s'écrit 
sous la forme 1 -— Âp et divise g. Deux cas sont alors à distinguer : 

a) Le p-sous-groupe de Sylow (a) est unique. Alors (a) est normal, 
si bien que [a, bl E (a) AN (b) = 1. Puisque (ab)? — aP1b" = 1{, 
on a G — (ab). On a donc dans ce cas G = Zy. 

b) Il y a g p-sous-groupes de Sylow. Cela n'est certes possible 
qu'à condition que g =1 (mod p). Soit a-!lba = b'. Si r -= 1, on 
a comme précédemment G — (ab), ie. GæZ,,. Soit r Æ1. Par 
récurrence sur x on obtient a-*ba* — b'*, d'où 


a xbhlax — b'*v 


pour rx, y entiers quelconques. Pour x = p, y = 1, il vient r° = 
= 1 (mod q); on obtient en outre une formule de multiplication, 


a*bV.a°b! — a**brri*t, (1) 


Réciproquement, on vérifie sans peine que si q =1 (mod p), 
rl = 1 (mod g), r # 1 (mod q). cette formule de multiplication 
définit un groupe non abélien d'ordre pq. Enfin, les solutions de la 
congruence r° =1 (mod q) forment un groupe cyclique d'ordre p. 
aussi les solutions # 1 (mod q) se présentent-elles sous la forme 
r,r*, ..., rl, où r est une solution. Elles définissent toutes un 
seul et même groupe. car remplacer un générateur a par a? revient 
à remplacer r par r?. 

Le théorème de Sylow aidant, nous venons donc de décrire tous 
les types possibles des groupes d'ordre pq: il y en a deux, un abélien 
et un non abélien, le second n'existant que pour qg =1 (mod p). 


11.2.4. Exercice. Il existe seulement deux groupes non 
isomorphes à 6 éléments: un groupe cyclique 7, et un groupe symé- 
trique S3. 

11.2.2. Exercice. Le groupe alterné A, ne contient aucun 
sous-groupe d'ordre Ü, bien que 6 soit diviseur de son ordre 12. 
La réciproque du théorème de Lagrange 2.4.5 n'est donc pas vraie, 
ce que nous avons signalé au commencement du paragraphe. 

Solution. Si un sous-groupe à Ü éléments existait dans A,, 
il serait isomorphe à Z, ou à S, (exercice 11.2.1). Or, aucune permuta- 
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tion sur quatre symboles n'est d'ordre 6. ce qui nous amène à élimi- 
ner le premier cas. Le second est impossible lui aussi, car S, contient 
des éléments non permutables d'ordre 2 et A, n’en contient aucun. 
En effet, À, contient trois éléments d'ordre 2. à savoir: (12) (34), 
(13) (24), (14) (23), qui sont tous permutables deux à deux. 


11.3. Exemples de sous-groupes de Sylow. Reprenons les groupes 
J à IV du chapitre 1. 


11.31. Exemples. I. Le groupe additif de l'anneau des 
résidus 7, se décompose en produit direct de ses p-sous-groupes de 
Sylow qui sont des sous-groupes cycliques d'ordres pm, ..., ps 
si » admet Ja décomposition canonique x — = pi... pe. 

IT. Le p-sous-groupe de Sylow du groupe multiplicatif © C* est 
le groupe quasi cyclique C,. 

JIT. Décrivons les p-sous-groupes de Sylow des groupes symétri- 
ques. Nous savons que | S, | =: #7! Quel est le plus grand exposant 
e (n) pour lequel p°!") est diviseur de #1? Dans la suite 1, 2, ..., n 


les multiples de p seront p. 2p, ..., kp, où k = [=]. donc e (n) = 


_ [=] + e(k). Puisque [+]-[Z | on a e(n) =[2+{S) 
À . Il est commode de déconne n suivant la base p: 


n=a  +ap+... +ap, 0O<a;<p, (2) 
auquel cas 
efn)=a+a (l+p) +as À +p+p) + 
.+a(t+p+... + pt). (3) 


Considérons d'abord les groupes S,, où # est une puissance de p. 
Supposons que S, m Contienne un p-sous-groupe de Sylow, i.e. un 
sous-groupe ,, d' ordre pl+-:-+""!: au départ de H,,, construisons 
dans S,m+1 un sous-groupe H,+, d'ordre pl+---+?7, A cet effet, 
subdivisons la suite des symboles permutables 1, 2, ..., p”+l en 
segments successifs de longueur p". Si 


p 
= |] G:. p"—j, 2p"+ÿ, ..., (p—1)p"+ j) 
J— 


et x est une permutation sur les symboles du i-ième segment, on 
comprend sans peine que c”!rc est une permutation sur les symboles 
du (à + 1)-ième segment (addition modulo p). On voit alors que le 
sous-groupe engendré par les sous-groupes c7"Hc, 0 < r << p. est 
leur produit direct, ce qui veut dire que le sous-groupe H,+:, engen- 
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dré par le sous-groupe H,, et l'élément c est isomorphe à l’entrelace- 
ment Hhe(c). Ici Hh+, est le sous-groupe cherché, car 


| Hm+ | — | Hm [P [ c | = pli... +Pr, 


Nous remarquons en même temps que tout p-sous-groupe de Sylow 
dans S,m est isomorphe au groupe 

(. - . (LpeZp) 2 - . eZ, 
obtenu en faisant m fois l’entrelacement du groupe cyclique =, 
avec lui-même. 

Soit maintenant x un nombre quelconque. Subdivisons la suite 
des symboles 1, ..., #7 en a, segments à un élément, a, segments 
à p éléments, etc. (voir (2)). Sur chacun des segments, considérons 
le groupe symétrique (qui sera d'un degré p”) et prenons dans ce 
groupe un p-sous-groupe de Sylow construit comme nous venons de le 
décrire. Puisque ces sous-groupes opèrent sur des ensembles disjoints, 


le groupe P, qu'ils engendrent est leur produit direct; son ordre 
est donc 


Pate [T Gpttpreesph)m 2 pren 
m=i1 


(voir (3)). Par conséquent, P, est un p-sous-groupe de Sylow dansS,. 
Il est par construction isomorphe au produit direct de quelques 
entrelacements successifs du type (...(Z;2©n)2 . . .)27. 

IV. Passons enfin aux groupes linéaires généraux sur des corps 
commutatifs finis. Soient p un nombre premier, m. n deux entiers 
>letqg = p". Montrons que UT, (q) est un p-sous-groupe de Sylow 
du groupe GL, (9). Calculons les ordres de ces groupes. 

Quels z#-uplets sur le corps GF (q) peuvent constituer la première 
ligne d'une matrice non dégénérée ? De toute évidence, n'importe 
quels sauf 0; il y en a donc g" — 1. La première ligne étant choisie, 
la: Jeuxième peut ètre choisie arbitrairement, à condition qu'elle 
ne soit pas proportionnelle à la première ; il y en a g" — q. Les deux 
premières lignes étant choisies, la troisième peut être choisie quel- 
conque, à condition qu'elle soit linéairement indépendante des deux 


premières; g" — q° variantes sont possibles ici, et ainsi de suite. 
On a donc 


n— 1 
GL, (1 = ÎT (a. (4) 
Puisque les éléments aux angles des matrices de UT, (q) parcou- 
rent le corps tout entier indépendamment les uns des autres et qu’il 
y a au total (:) positions aux angles, on a | UT, (q) | = du). 


En comparant les ordres, nous voyons que UT, (9) est un p-sous- 
groupe de Sylow dans GL, (a). 


94 GROUPES FINIS [CH. 4 


11.3.2. Exercice. Ecrire les permutations qui forment un 
2-sous-groupe de Sylow dans S,.. 

11.3.3. Exercice. Soient p un nombre premier. m, n deux 
entiers naturels, P, (Z,m) l'ensemble des matrices de GL, (:,m) 
dont les coefficients situés sous la diagonale principale sont multi- 
ples de p et les coefficients situés sur la diagonale sont congrus à | mo- 
dulo p. Vérifier que P, (:,m) est un p-sors-groupe de Sylow dans 
GL, (Z,n). 

Indication: à l'aide de l'homomorphisme GL, (Z,m) — 
— GL, (£,). établir la formule 


n— 1 
IGL, (2 ,m)| === Il (pr prn-nti), (5) 


Formulons en conclusion quelques remarques générales sons 
forme d'exercices. 

11.3.4. E Xcercice. Soit q un homomorphisme d'un groupe 
fini G. Si P est un p-sous-groupe de Sylow dans G, alors ?° est un 
p-sous-groupe de Sylow dans GŸ. Réciproquement, tout p-sous- 
groupe de Sylow dans G est image d'un p-sous-groupe de Sylow 
dans G. Cette remarque est souvent utile quand on fait la démonstra- 
tion par récurrence. 

11.3.5. Exercice. Le produit de deux éléments d'ordre p 
peut être tant d'ordre fini, non divisible par p, que d'ordre infini. 
Autrement dit, l’ensemble des éléments d'ordres p% pour p donné 
n'est pas toujours un sous-groupe. 

11.3.6. Exercice. Soit G un groupe fini. et soit A << G. 
Si l'indice | G: À |est plus petit qu'un diviseur premier p de l'ordre 
de G, l'intersection f À£, g E G, contient des p-sous-groupes de 
Sylow de G et, en particulier, est non triviale. 


$ 12. Groupes de permutations 


Nous examinerons plus en détail les groupes de permutations, 
qui constituent un exemple important et le premier type de groupe 
connu dans l’histoire. Ils furent introduits par Evariste Galois qui 
étudiait les conditions de résolubilité des équations algébriques par 
radicaux. À chaque équation algébrique il associa un groupe particu- 
lier de permutations des racines, dont la polycyclité fut une con- 
dition nécessaire et suffisante de résolubilité de l'équation par 
radicaux. En 1870, parut le fondamental Traité des substilutions 
de Camille Jordan contenant un expose clair et détaillé des idées 
de Galois. ainsi que de nombreuses propriétés des permutations 
(ou substitutions, comme on disait à l'époque). Ce n'est que vers 
le début du XX° siècle que la notion moderne de groupe abstrait 
sortit de ces langes pour que les groupes de permutations puissent 
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prendre leur place modeste dans la théorie générale qu ils occupent 
aujourd hui. D'une façon générale. les groupes de permutations. 
apparaissent tout naturellement chaque fois qu'on étudie la symétrie 
d'objets « de type fini »: par exemple. on associe à chaque cristal 
le groupe de ses rotations déterminées par les permutations de ses 
sommets. Une description détaillée des groupes de permutations est 
contenue dans le livre [411]. 


12.1. Représentation régulière. Il se trouve que les permutations 
fournissent un exemple très complet des groupes finis. 


12.14.1. Théorème (Cayley). Tout groupe fini est isomorphe 
à un groupe de permulalions. 


Démonstration. Soit G un groupe fini qu'il s'agit de 
représenter par des permutations. La premivre question qui se pose 
est: par les permutations de quoi. de quel ensemble ? Faute d'autre 
chose, prenons comme ensemble sous-jacent le groupe G lui-même. 


Soit g un élément de G. Quelle permutation g allons-nous lui as- 
socier ? La première ligne est déjà choisie: ce sont les éléments de 
G numérotés de façon arbitraire. Multiplions-les à droite par g et 
écrivons les éléments obtenus en deuxième ligne. Des axiomes de 
groupe il ressort que les éléments de la deuxième ligne sont distincts 


deux à deux, si bien que g est en effet une permutation. Il reste 


à vérifier si est un isomorphisme. Or, tout d’abord est un homo- 
morphisme, i.e. 


ad = ab pour tous a, bEG. 
En effet, les deux membres de l’égalité ont même action sur chaque 
élément xE€G: 
xab = x (ab) = (xa) b = (ra) b= zx (ab). 


Ensuite, le noyau de l'application "est trivial: si g = Î, la permu- 


tation £, d'une part, fait passer Î en g et d'autre part laisse { à sa 
place, aussi g — 1. Le théorème est démontré. 


12.1.2. Exercice. Tout groupe fini se plonge dans un groupe 
a Îterné. 


Si l’on retire la condition de finitude de G dans la démonstration 
du théorème de Cayley, la mème représentation par translations 
à droite, dite représentation régulière de G, conduit au 


12.13. Théorème de Cayley généralisé. Tout 
groupe est isomorphe au groupe des bijections — « permutations infi- 
niesy» — d'un ensemble sur lui-même. 
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La représentation des groupes abstraits par permutations s'avère 
utile dans les problèmes les plus divers, et non seulement en théorie 
des groupes finis. 


12.1.4. Exemple. Sur les théorèmes de plongement. Il est 
souvent utile que le groupe donné G soit plongé dans un groupe plus 
vaste G* caractérisé par telle ou telle propriété intéressante, par 
exemple : 

a) G* est un groupe simple, 

b) de chaque élément de G* on peut extraire une racine n-ième 
quelconque, i.e. l'équation x" = g est résoluble dans G* pour tout 
élément g de G* et tout x naturel, 

c) deux éléments quelconques de G* de même ordre, fini ou 
infini, sont conjugués dans G*. 

Le lecteur prolongera sans difficulté cette liste en se laissant 
guider par son propre goût des propriétés intéressantes. 

Dans nos deux travaux communs avec V. N. Rémeslennikov 
(Doklady akad. naouk SSSR, 1960, 134. n° 3, p. 518-520; Outch. 
zap. Permskogo oun-ta, 1960, 17, n° 2, p. 9-11) nous avions proposé 
une méthode de démonstration des théorèmes de plongement: un 
groupe représenté à l'avance par des permutations se plonge dans 
un groupe de permutations qui possède déjà, dans une certaine 
mesure, la propriété demandée (simplicité, racines, éléments conju- 
gants, etc.), après quoi on opère par récurrence, parfois transfinie. 
L'avantage de cette méthode consiste en ce que la représentation 
concrète du groupe abstrait par permutations concrétise les calculs 
et les facilite par là mème. À titre d'illustration, voyons comment 
un groupe G se plonge dans un groupe G* possédant la propriété c). 
A cet effet, construisons par récurrence la suite de groupes G — 
= Go LG L... Plus exactement, si G, est déjà construit, nous 
prendrons comme G,+, le groupe des transformations de l’ensemble 
G, et déterminerons le plongement G, < G,+, comme la représenta- 
tion régulière de G,. C'est la réunion G* des groupes G, qui est le 
groupe cherché. En effet, si a, b sont deux éléments de mème ordre 
r < © dans G*, ils appartiennent à un G, et se représentent donc 
dans G,+, par des produits de cycles indépendants de longueur r. 
En accord avec l'exemple 2.5.7.[1T, les éléments a, b sont conjugués 
dans G,:;,, donc aussi dans G*. 

D'une façon analogue, si nous voulons plonger G dans un G* 
possédant la propriété b), il suffit que G se plonge dans un groupe 
dans lequel l’équation x" = £g soit résoluble pour r et g € G donnés. 
Un procédé pour obtenir ce plongement est exposé — en termes des 
permutations — dans les travaux mentionnés ci-dessus, ce qui 
résout le problème. 

Enfin, le problème a) reçoit, lui aussi, une solution positive, 
ce que nous verrons dans le paragraphe suivant. 
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Une question se pose: tout groupe peut-il être plongé dans un 
groupe G* qui possède les propriétés a), b), etc. en même temps? 
Certes. la réponse est positive si l’on réussit à construire G* possé- 
dant toutes ces propriétés séparément et faire en sorte que les pro- 
priétés en question restent valables sur les réunions des suites crois- 
santes de groupes. Pour la démonstration, il suffit de répéter pério- 
diquement les plongements des types a), b), c), .… un nombre dé- 
nombrable de fois et de passer à la réunion. 

Remarquons que d’autres méthodes de démonstration des théort- 
mes de plongement — en particulier pour les propriétés a), b), c) 
définies ci-dessus — ont été proposées par Ph. Hall (J. London Math. 
Soc., 1959, 34, p. 305-319) et B. H. Neumann (J. London Math. 
Soc., 1943, 18, p. 4-11); la méthode de Hall utilise les entrelace- 
ments, et celle de Neumann, les produits libres avec sous-groupe 
amalgamé. 


12.2. Représentations par permutations des classes suivant un 
sous-groupe. Généralisons maintenant le théorème de Cayley dans 
une autre direction. Soit À un sous-groupe d'indice fini dans un 
groupe G qui n'est pas forcément fini. À chaque élément g de G 


nous associons une permutation g de l’ensemble des classes à droite 
de G suivant A définie par analogie au n° 12.1. Notamment, si 
Tir - - «<r Tm SONt les représentants des classes à droite de G suivant 


H, on pose 
: Hz, :.: Hz, | 
Én Hz,g ... Hz,,g ) 


12.21. Théorème. L'application * définie par la dernière 
formule est une représentation homomorphe du groupe G. Le noyau 
de cette représentation est le sous-groupe normal N de G qui est maximal 
parmi tous les sous-groupes normaux contenus dans H. 


Démonstration. Le fait que “ soit une représentation 
se vérifie immédiatement sans difficulté, comme précédemment. 
Soit À le noyau de cette représentation. Montrons que À << {V. 


Soit gE À, i.e. g — 1; cela veut dire que Hzrg = Hzx pour tout 
xEG. D'où H*g = H* et donc 


gen H*. 
xeG 


Il est clair que le second membre de cette relation est un sous-groupe 
normal de G contenu dans FH. Il est tout aussi clair que tout autre 
sous-groupe de même type est contenu dans chaque H*, aussi 


N=/fN\ H*. 


xeG 
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On a donc g£E Net À < N. Réciproquement, N < À. Soit en effet 


g EN. On a alors Hzg — Hzxgz”-!x — Hzx, d'où g — 1etN<K. 
Le théorème est démontré. 

De ce théorème et de celui de Lagrange (n° 2.4.5) découle aussitôt 
le 

12.2.2. Théorème (Poincaré). Tout sous-groupe d'indice 
fini m contient un sous-groupe normal d'indice fini divisible par m et 
divisant m!. 

Une proposition moins forte a été déjà avancée dans le premier 
chapitre (voir n° 2.5.13). Le théorème 12.2.1 et le théorème 12.2.2 
qui découle du précédent permettent de constater l’absence d’un 
sous-groupe de tel ou tel ordre dans le groupe donné (voir l'exerci- 
ce 13.1.3 dans le paragraphe suivant). 


12.2.3. Exercice. Un groupe de 12 éléments n'est jamais 
simple. 
Soient À un anneau et H un groupe. On appelle anneau de groupe 
de H sur R l’anneau R [H] des combinaisons linéaires formelles 
nu+...+rh,, nmER, hk EH, 
muni des lois d’addition et de multiplication: 
Drii+Dsh=2(rit+si)h 
DrihiDsif;=2rishif; 
(nous avons déjà décrit un objet de ce type page 37). 
Revenons maintenant au commencement de ce n° et remarquons 


que la représentation £g + £ associe à chaque g de G une « permuta- 
tion de représentants » x (g) et des « facteurs supplémentaires » 


ki (g): 

Hzr;g ee Hire): Ti£ — h; (g) Ling): 
On voit immédiatement que la formule 

gr diag (ha (g), - + km (8))-x (8) 


définit un homomorphisme injectif G — GL,, (Z2{[H]), où Z{A] est 
l'anneau de groupe de Æ sur Z et la permutation x (g) est transcrite 
au moyen d'une matrice composée de zéros et d'unités. Cet homo- 
morphisme injectif s'appelle représentation monomiale du groupe G 
sur le sous-groupe H. Nous voyons que tout groupe où À est sous- 
groupe d'indice m se plonge dans le groupe des matrices d'ordre m 
sur Z [FH], dont chaque ligne et chaque colonne contiennent un seul 
élément non nul de H (sous-groupe monomial du groupe GL,, (Z1H1)). 
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La construction décrite est surtout employée en théorie des repré- 
sentations linéaires des groupes finis où elle fournit la représentation 
d'un groupe induite par celle d’un sous-groupe. 
Tout cela se traduit facilement dans le langage des entrelacements. 
Soient À, B deux groupes, et soit B < S (X), où X est un ensem- 
ble. On vérifie sans peine que l'ensemble B.Fun (X. 4) muni de la 
multiplication 


bf.b'j = bb'fpj. où f°(H)=f(xb"), zexX, 


est un groupe. II s'appelle entrelacement du groupe À avec le groupe 
des permutations B. Le cas le plus important de cette notion a été 
examiné dans le chapitre 2: il s'appelle entrelacement standard et 
s'obtient en représentant B par des permutations de lui-même sui- 
vant la loixr+ b'1r. Avec les mèmes symboles d’entrelacements 
qu'auparavant. nous voyons que Je sous-groupe monomial de 
GL,, (ZI(H]) est exactement H2S,, et que le théorème 6.2.8 traduit 
la situation décrite plus haut pour les entrelacements standards. 


12.3. Transitivité. Primitivité Nous allons considérer cer- 
taines notions relatives aux groupes de permutations et liées essen- 
tiellement à leur action sur l’ensemble des symboles permutés. 
En réalité, ces notions s'appliquent à des groupes arbitraires opérant 
sur un ensemble: c’est la raison pour laquelle nous plaçons nos 
définitions dans un contexte plus large que nécessaire. 

Si un groupe G opère sur un ensemble Àf avec une orbite unique — 
M lui-même —, on dit que G est transitif (sur M). Cela revient 
évidemment à demander que pour deux éléments quelconques 
m, m' de M il existe dans G un élément g tel que mg = m’. En géné- 
ralisant, on dit que le groupe Gest r fois transitif si pour deux r-uplets 
quelconques {m,, .... m,} et {m;, ..., m;} d'éléments de M il 
existe dans G un élément g tel que m;g = mi, 1<i<r. La parti- 
tion de l’ensemble À en parties disjointes {M,} s'appelle partition 
en blocs par rapport à G si pour toute M, et tout g € G il existe une 
M3 telle que Meg — M3, i.e. si les éléments de G permutent les 
parties (blocs) A1, tout entières. Il existe bien sûr toujours des parti- 
tions triviales: la partition en blocs à un élément et la partition 
qui se réduit à un bloc unique. Si M n'admet aucune partition en 
blocs non triviale, on dit que le groupe G est primitif. En particulier, 
toutes ces notions s'étendent aux groupes des permutations d’un 
ensemble fini A/ considérés avec leur action naturelle sur M. 


12.3.1. Exercice. La condition H/,g = M, dans la défini- 
tion d'une partition en blocs est équivalente à la condition moin: 
forte formellement M,g = M. 

12.3.2. Exercice. Les groupes S,, À, sont n fois et (n —_2 
fois transitifs respectivement. 
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12.3.3. Exercice. Tout groupe doublement transitif est 
primitif. 

12.3.4. Exercice. Tout sous-groupe normal non trivial N 
d'un groupe primitif G est transitif. 

Indication: les orbites pour V constituent un système 
complet de blocs pour G. 


Supposons que deux groupes G, G’ opèrent respectivement sur 
deux ensembles f, A”. Il est naturel de les appeler isomorphes — 
comme des groupes de transformations — s’il existe une bijection 
de . sur M” (par exemple œ) et un isomorphisme de G sur G’ (par 
exemple +) par lesquels les éléments correspondants des groupes 
envoient les éléments correspondants des ensembles de nouveau 
dans des éléments qui se correspondent, i.e. si 


m9gŸ = (mg)® pour tous mE M, geEcG. 


Les groupes de permutations isomorphes sont aussi appelés yroupes 
semblables. 

Dans le n° précédent, nous avons associé à tout sous-groupe 
d'indice fini une représentation homomorphe du groupe par des 
permutations de l’ensemble des classes suivant le sous-groupe. 
On voit sans peine que cette représentation est transitive. La réci- 
proque est aussi vraie: toute représentation transitive d’un groupe 
donné par des permutations est semblable à une représentation 
décrite plus haut par des permutations des classes à droite suivant 
un sous-groupe d'indice fini. On a le 


12.3.5. Théorème. Soit x un homomorphisme d'un groupe G 
sur un groupe transitif de permutations d'un ensemble M. Supposons 
que G opère sur M suivant la loi mg = mg". Soient m, € M et H 
stabilisateur de m, dans G, i.e. 


H = {g|g€G, mg = m). 


Alors H est un sous-groupe d'indice fini dans G et le groupe G* est 
semblable au groupe des permutations des classes de G suivant H, décrit 
dans le n° précédent. 


Démonstration. Soit M — {m,, ..., m,}. Désignons 
Hi= {818EG mg =m} 1<i<s. 


En vertu de la transitivité de G*, tous les Æ, sont non vides. On 
voit immédiatement que 17, est un sous-groupe dans G et queles 7, 
sont les classes à droite de G suivant H,. Puisque À = H,, c'est 
un sous-groupe d'indice fini dans G. 

Soit x’ la représentation indiquée de G par des permutations des 
classes à droite de G suivant . Il reste à montrer que les groupes 
de permutations GT? et G*° sont semblables. Soient q une application 
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de A dans l’ensemble des classes à droite de G suivant H qui fait 
passer m, en À;, et 1} une application de G* dans G‘” qui fait passer 
gs en g’. On vérifie aisément que pour 2? = y* on a z®° = y", 
i.e. que l'application 1 est bien définie. Maintenant on vérifie 
immédiatement que ®æ, 1 sont deux bijections et que 


mi (7) = (mg)? pour 1<i<s, g€G. 
Le théorème est démontré. 


Montrons que l'étude des groupes de permutations arbitraires se 
réduit dans une certaine mesure à l'étude des groupes transitifs, 
et l'étude de ces derniers, à celle des groupes primitifs. Rappelons 
qu'on entend par produit sous-direct de groupes G; un sous-groupe 
de leur produit direct dont la projection sur chaque facteur G; se 


confond avec G; tout entier. 


12.3.6. Théorème. Tout groupe de permutations sur n sym- 
boles est produit sous-direct de groupes de permutations transitifs 


sur n; symboles, où Sn; —n. Soit G un groupe de permutations 
transitif d'un ensemble M ; étant donnée une partition de M en blocs 
minimaux M’ de cardinal >> 2, le stabilisateur d'un bloc entier M”, 
i.e. l'ensemble 


H = {g]|g€eG, M'g = M}, 


est un sous-groupe de G opérant primilivement sur M. 


Démonstration. Soient G un groupe de permutations 
d’un ensemble À/, M; les orbites correspondantes, G; le groupe des 
permutations de #/; induit par l’action de G sur M;. Il est clair que G 
est produit sous-direct des G:;. 

Démontrons à présent la deuxième proposition. Il est évident 
que À est un sous-groupe. Soient zx,, . .., z,les représentants des 
classes à droite de G suivant H. Alors M'z,,..., M'zx, est la parti- 
tion initiale de M en blocs (utiliser la transitivité de G). Si H opérait 
sur M' de façon non primitive, il existerait une partition non tri- 
viale de M” en blocs M}, ..., M; par rapport à H. Or,on pourrait 
alors affiner la partition initiale de M par rapport à G en partition 
Miz;, 1<i<r, 1<j<s. Le théorème est démontré. 


12.3.7. Théorème. Soit G un groupe de permutations transi- 
tif d'un ensemble M. Soit une partition de M en blocs; soient M, 
un bloc quelconque et m, un point de M,. Soient H le stabilisateur de 
m et K le stabilisateur de M, tout entier, i.e. 


H 
K 


{g12gEG, mg = mi}, 
{g18€G, Mig = M}. 


102 GROUPES FINIS (CH. 4 


Alors H et K sont des sous-groupes de G, tels que H£< KG. Le 
nombre total des blocs est | G: K | et chaque bloc se compose dd | K:H| 
éléments. 


Démonstration. La première proposition est immédiate 
par définition. Soient ensuite Hzx,, . .., Hz, les classes à droite de G 
suivant 77, avec zx, = 1. En vertu du théorème 12.3.5, on suppose 
que M = {Hz,, ..., Hz,} et que G opère sur M par translations 
à droite. Soient M, = {Hz,, ..., Hzx,}, m1 = H. Le groupe G 
étant transitif, chaque bloc s'obtient à partir de M, par une transla- 
tion à droite effectuée par un élément de G: pour cette raison tous 
les blocs sont équipotents. Il suffit donc de vérifier quer = |Æ:AH| 
ou que 


K = Hz, | sos HD 


Or, d'une part, chaque hzx,,h € H,1<i<r, fait passer la classe H 
en une classe de M,, ce qui veut dire que le bloc M, revient tout 
entier à lui-même. Donc 


Hz; U ... U Hz, & À. 


D'autre part, siz € K,on a Hz = Hz; pourunitelquei<i<r, 
d'où l'inclusion inverse. 


$ 13. Groupes finis simples 


De même que les entiers naturels s'obtiennent à partir des nom- 
bres premiers au moyen de la multiplication, tout groupe fini se 
laisse obtenir par extension d'un groupe fini simple. En effet, soit 
dans un groupe fini G une matriochka sous-normale sans répétitions 


1=G<G <<... <G»n =0G, 


i.e. une matriochka dont chaque terme précédent est un sous-groupe 
normal propre du suivant. Si une section G;4,1/G, n'est pas un groupe 
simple, on peut, en prenant dans cette section un sous-groupe normal 
propre H/G;, subdiviser la matriochka au moyen de l’intercalation 
G; < H <LG;;,: aussi une matriochka sous-normale non subdivi- 
sible sans répétitions a-t-elle toutes ses sections simples. Dans ce 
sens, les groupes finis simples sont des blocs dont l’assemblage 
conduit à un groupe fini arbitraire. La différence par rapport aux 
nombres consiste en ce que le résultat n'est pas défini ici par les 
seuls blocs choisis mais dépend encore du procédé d'assemblage. 
Un exemple trivial des groupes simples est donné par les groupes 
cycliques d'ordre premier ; il est évident que c'est l’unique type des 
groupes simples abéliens. La classification des groupes finis simples 
est un problème extrêmement important, peut-être même le plus 
important, en théorie des groupes finis à l'heure actuelle, bien que 
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la théorie ne se réduise pas entièrement à ce problème. L'offensive 
est menée en plusieurs directions: certains chercheurs développent 
des méthodes générales, « industrielles », afin de mettre au point un 
procédé unique d'obtention des groupes finis simples (on doit ranger 
sous cette étiquette certains résultats assez fins d'identification des 
groupes obtenus par des procédés différents); d’autres au contraire, 
se fiant à leur intuition et espérant un coup de fortune, cherchent 
des exemples isolés (la valeur de chaque trouvaille, i.e. de chaque 
nouveau groupe simple, est aujourd'hui exceptionnelle); d’autres 
encore font leur classification en se donnant telle ou telle condition 
auxiliaire, par exemple un sous-groupe de Sylow déterminé, et 
ainsi de suite. Dans les années soixante le célèbre problème de 
Burnside, réputé inexpugnable depuis un demi-siècle, fut pris 
d'assaut : W. Feit et J. G. Thompson [9] montrèrent que tout groupe 
fini simple non cyclique contient un nombre pair d'éléments (ce 
théorème s’énonce cependant, le plus souvent, sans faire mention 
des groupes simples: tout groupe impair, i.e. groupe fini d'ordre 
impair, est polycyclique). 

Le présent paragraphe poursuit un but modeste: indiquer deux 
séries classiques de groupes finis simples, à savoir les groupes alter- 
nés et les groupes linéaires spéciaux projectifs. Les démonstrations 
que nous allons citer sont artisanales et ne donnent aucune idée 
des méthodes industrielles dont nous venons de parler. Le lecteur 
trouvera un bon rappel des résultats actuels dans ce domaine, ainsi 
que la liste des groupes finis simples connus, dans l’article de 
M. Aschbacher [2]. 


13.1. Groupes alternés. Dans ce n° nous ferons usage de la remar- 
que [IT de l'exemple 2.5.7. 


13.1.1. Théorème (Galois). Pour n — 4 le groupe alterné 
A, est simple. Le groupe À, est non simple. 


Démonstration. a) Les groupes A;,, A:, À, sont d'ordre 
1, 1 et 3 respectivement, i.e. sont simples. Le groupe A, n’est pas 
simple : conformément à l'exemple 4.4.1.111, il admet une matrioch- 
ka polycyclique à sections d'ordres 2, 2, 3. Soient maintenant 
n >5et NV un sous-groupe normal 1 de À, ; il s’agit de montrer 
que Ÿ = A,. Puisque le groupe A, est engendré par des cycles de 
trois éléments (voir l'exemple 2.2.2.111), il suffit de montrer qu'ils 
sont contenus tous dans NW. Nous le ferons en étapes. 

b) Puisque V contient une permutation paire non triviale, on 
peut, en la décomposant en produit de cycles indépendants, admettre 
que Ÿ contient une des permutations suivantes: 

1° a = (1234...)..., i.e. la décomposition de a comporte un cycle 
de longueur =>4, 
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2° a = (123) (45...).., ïi.e. la décomposition contient un cycle 
de trois éléments et d'autres cycles, 

3° a = (123), 

4 a = (12) (34)..., i.e. a est un produit de transpositions indé- 
pendantes. 

c) Le sous-groupe contient au moins un cycle de trois éléments. 
En effet, V contient le commutateur [a, b] = a”? (b-lab) pour tout 
bE A,. En posant 


(123) dans le cas 1°, 
b= 4 (124) dans le cas 2°, 
(123) dans le cas 4°, 


on obtient après un calcul bien simple 


(124) dans le cas 1°, 
[a, b] = 4 (12534) dans le cas 2°, 
(13) (24) dans le cas 4°. 


Le cas 2° s’en trouve réduit à 1”, lequel se réduit à son tour à 3°; 
or, dans le cas 3° la proposition est triviale. Il reste à considérer le 
cas 4°. En conjuguant la permutation [a, b] par la permutation 
paire (12534), nous obtenons (24) (15) (voir la remarque III de 
l'exemple 2.5.7), puis, en multipliant [a, b] par cette permutation, 
nous obtenons (135). 

d) Le sous-groupe W contient tous les cycles de trois éléments. 
En effet, V contient un cycle (ii,i;) en vertu de ce qui précède. 
Soit (jij212) un autre cycle quelconque de trois éléments. Puisque 
n > 5, il existe une permutation paire de la forme 


(: cd à 

ji ja Ïs «7 

Conjuguant (iisis) par cette permutation, on retrouve (j1j2j.). Le 
théorème est démontré. 


Remarquons que les étapes a)-d) de cette démonstration consti- 
tuent une voie typique et en principe universelle de démonstration 
de la simplicité : on choisit dans le sous-groupe normal NV un élément 
a dont on sait seulement qu'il est distinct de l’unité, puis, sachant 
qu'on reste dans V en effectuant la multiplication et l’inversion, 
ainsi que la conjugaison et la commutation par un élément quel- 
conque du groupe, on tire de ses éléments un à un jusqu'à découvrir 
tous les générateurs du groupe. Un philosophe condescendu à discuter 
le théorème de Galois pourrait décréter: saisissez un anneau et 
vous tirerez toute la chaîne. Cette excellente idée directrice passe 
malheureusement sous silence les modalités de l'extraction. 
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13.1.2. Exercice. Sinest un cardinal arbitraire, on appelle 
groupe alterné de degré n le groupe A, des transformations d'un 


ensemble de cardinal n dont chacune ne déplace réellement qu'un 
nombre fini de symboles et se décompose en produit d’un nombre 
pair de transpositions. Reprenant la démonstration du théorème de 
Galois, montrer que A, est simple pour n = 4. 


A propos du dernier exercice, faisons une remarque. Supposons 
que, comme en théorie des ensembles, w, désigne un (v + 1)-ième 
cardinal infini. Soient M un ensemble de cardinal w, et S, (M} 
l'ensemble des applications de S (M) qui déplacent en réalité un 
ensemble de symboles de cardinal <w,.. Il est clair que la matriochka 
transfinie croissante 


1< A,,< S (M) <S (M)<... <S,(M)<S(M) (1} 


se compose des sous-groupes normaux de S (1). Il se trouve que 
tout sous-groupe normal de S (M) correspond à un terme de la 
matriochka en question (R. Baer, S{udia math., 1934, 5, p. 15-17). 
En particulier, la section S (M})/S, (M) est un groupe simple. 
Remarquons enfin qu’à la lumière de ces faits le problème 12.1.4, a} 
se résout tout à fait facilement. En effet, pour les groupes finis la 
solution est immédiate en vertu de l'exercice 12.1.2. Si le groupe G 
est de cardinal w, infini, on fait sa représentation régulière à la 
suite de laquelle il se trouve plongé dans S (G) où son intersection 
avec S, (G) est égale à l'unité, ce qui fait que G est injecté par un 
homomorphisme dans S (G})/S, (G). 


13.1.3. Exercice. Le groupe alterné A, d'ordre 60 ne con- 
tient pas de sous-groupes d'ordre 15, 20, 30. 

Solution. Si A; contenait un sous-groupe d'ordre 15, i.e. 
d'indice 4, il contiendrait alors, en vertu du théorème 12.2.2. um 
sous-groupe normal d'indice fini divisible par 4 et divisant 24. 
Or, cela est impossible, car A, est un groupe simple d'après le théo- 
rème de Galois. Les autres cas se traitent de façon analogue. 


13.2. Groupes linéaires spéciaux projectifs. Soit À un corps com- 
mutatif. On appelle groupe linéaire spécial projectif le groupe quotient 
PSL, (X) du groupe linéaire spécial SL, (X) par son centre (sous- 
groupe de matrices scalaires). C'est C. Jordan qui a introduit ces 
groupes (sur les corps commutatifs finis) en 1870 (parmi d’autres 
séries de groupes) et montré qu'ils sont simples. Quelques erreurs 
dans la démonstration initiale de Jordan ont été éliminées plus tard 
par Dickson. 


13.2.1. Exercice. Les fonctions homographiques 


f(x) — ar+b 


cr-i-d 
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à coefficients dans Æ, de déterminant ad — bc = 1, forment, par 
rapport à la superposition, un groupe isomorphe à PSL, (X). 
13.2.2. Exercice. Vérifier les formules 


ni 


ISL, (D1= 2 IT (005), (2) 
i-0 


TE | 


1 n i ÿ _ 
IPSL, (g)l eo ll (g"—q"), où d=(n, g—1). (3) 
i--0 


[ndication: assimiler SL au noyau de l’homomorphisme 
det et appliquer la formule (4) du $ 11, puis utiliser l’exercice 3.1.6. 

Pour démontrer le théorème de Jordan-Dickson sans demander 
que le corps commutatif soit fini, nous utiliserons la condition de 
simplicité suivante: 


13.2.3. Lemme. Un groupe primitif G de transformations d'un 
ensemble M est simple si 

1° G se confond avec son commutant G', 

2° le stabilisateur S, d'un élément m de M contient un sous- 
groupe normal abélien A tel que 


G=gr(4%lg EG). (4) 


Démonstration. a) Soit V un sous-groupe normal 1 
de G: il s’agit de montrer que G — N. Remarquons d’abord que 
& = S,N. En effet, À est transitif en vertu de l'exercice 12.3.4, 
aussi pour tout g € G existe-t-il un À € V tel que mhk — mg. On 
a donc gh ES, et gE SN. 

b) Ensuite, G = A,,N. En effet, tout élément g de G se laisse 
mettre, conformément à (4), sous la forme 


£ — af: sie 7 FA d; E Am gi € G, 


et, conformément à a), on peut admettre que chaque g, appartient 
à V. Comme Am et N sont permutables, on a g € AN. 

c) Enfin, G = {N. En effet, on a conformément à 1°, à b) et en 
vertu des identités pour les commutateurs indiquées dans le $ 3 


G=[A,4N, AnNI< N. 
Le lemme est démontré. 


13.2.4. Théorème (Jordan-Dickson). Pour tout corps com- 
mutatif K le groupe PSL, (K) est toujours simple, à l'exception de 
deux cas: PSL, (2) et PSL, (3). 


Démonstration. Tout d'abord, les deux groupes indiqués 
sont d'ordres 6 et 12 (voir la formule (3)), ce qui signifie bien qu'ils 
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sont non simples (voir les exercices 11.2.1 et 12.2.3). Passant au cas 
général, considérons l’action naturelle d’un groupe G = PSL, (X) 
sur l’ensemble W de toutes les droites d’un espace vectoriel de 
dimension = sur le corps À avec une base donnée quelconque e;, ... 
+ En et voyons si G, M vérifient toutes les conditions du lem- 
me 1:.2.3, 

Puisque deux couples quelconques de droites distinctes admet- 
tent toujours une transformation linéaire par laquelle le premier 
couple se réduit au second, le groupe G est doublement transitif, 
donc primitif (voir l'exercice 12.3.3). 

Par ailleurs, G se confond avec son commutant, ce qui résulte 
immédiatement de la formule (8) de l'exemple 3.2.1 (c’est là qu’on 
élimine les deux groupes exceptionnels). 

Vérifions enfin la condition 2°. Soit m une droite de vecteur 
directeur e,. Il est clair que le stabilisateur S,, (ou plus exactement 
son image réciproque dans le groupe SL, (Æ)) se compose de toutes 
les matrices de la forme 

A"A 


* 


(0...u]x) 


L'application de S,, sur la paire de blocs diagonaux est un homo- 
morphisme dont le noyau À, se compose de toutes les matrices de 
même forme avec des unités dans les blocs diagonaux. Il est évident 
que À, est un groupe abélien ; il ne reste qu’à vérifier la formule (4). 
Puisque le groupe SL, (Æ) est engendré par ses transvections t;, (œ) 
(voir l'exemple 2.2.2.1V), il suffit de vérifier que t;, (œ) est la conju- 
guée dans SL, (Æ) d’une transvection t,4, (&). Or, si à = 1, la chose 
est triviale, et si i = 1, on peut prendre comme matrice de conjugai- 
son la matrice de transition de la base donnée e,, ..., e;, ... à la 
base — e;, ..., e,, ..., où tous les vecteurs non écrits restent 
inchangés. Le théorème est démontré. 


13.2.5. Exercice. En liaison avec le théorème de Jordan- 
Dickson, il est naturel de se demander s’il est possible d'obtenir de 
nouveaux groupes finis simples en remplaçant dans la définition de 
PSL, (Æ) le corps commutatif Æ par l’anneau des résidus ZM. 
Ces espérances sont sans fondement : si m est premier, nous nous 
retrouvons dans Île cas d’un corps, et si m est non premier, le groupe 
PSL, (= M») est non simple. 

13.2.6. Exercice. [Indiquer un groupe dont le centre définit 
un groupe quotient simple sans être un facteur direct lui-même. 
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Solution. Si le centre Z composé des matrices —+e dans le 
groupe SL, (5) avait un supplémentaire H, une des matrices 


Lo 
En 
0 € 


serait contenue dans À, où & est un générateur du groupe multipli- 
catif du corps commutatif de 5 éléments. Or, le carré —e de cette 


matrice appartiendrait alors à l'intersection Z ff] H, ce qui est 
impossible. 


J3.G. Thompson (Pacif. J. Math., 1964, 14, n° 1, p. 363-364) 
a appelé un sous-groupe À d'un groupe fini G son 2-signalisateur si 
l'ordre | À | et l’indice | G: V4 (4) | sont impairs. Il a avancé 
l'hypothèse (ibid.) que les 2-signalisateurs des groupes finis simples 
sont toujours abéliens. Nous allons terminer le chapitre par un 
exemple qui réfute cette hypothèse : il appartient à V. D. Mazourov 
(Alguebra i loguika, 1968, 7, n° 3, p. 60-62) et est fondé uniquement 
sur la simplicité des groupes PSL. 

13.2.7. Exemple. Tout groupe simple PSL,; (g) pour g impair 
contient des 2-signalisateurs non abéliens. En effet, considérons 
dans G — SL, (qg) deux sous-groupes À, B composés respectivement 
par toutes les matrices de Ja forme 


1 X x æ(z, y) 0 O0 
1 
Ê CA «|. | 0 z ) a(z, Dee dt 


0 O0 _e, 0 0 y 


où e, est la matrice unité d'ordre k et la partition en blocs est la 
même dans les deux cas. Compte tenu de la formule (2) du présent 
paragraphe et de la formule (4) du $ 11, 


G1= 7 (a — 1) (9 — 9) ee (9 — qf), | À | est une puissance de g, 
IB1 = (g —1) (9 — 9) (f — 1) (gi — 9) (gi — 9°) (gé — g°). 


On voit aussitôt que | À |, | G: B | sont impairs. Il est clair que B 
normalise À, ce qui signifie que l'indice |G:V& (A)| est impair. 
Si est une factorisation de G par son centre Z, l’ordre du sous- 
groupe À° et l'indice de son normalisateur dans G* sont impairs, 
eux aussi, i.e. 4° est un 2-signalisateur dans PSL, (q). Or, À f] Z = 
= 1. Par suite, le groupe 4° est isomorphe à À, donc non abélien, 


CHAPITRE 5 


GROUPES LIBRES ET VARIÉTÉS 


$ 14. Groupes libres 


Au commencement du chap. 3 nous avons défini la notion de 
groupe libre dans une classe donnée et établi que les groupes libres 
existent et se laissent décrire d’une façon claire dans la classe des 
groupes abéliens. Dans le présent paragraphe, nous démontrerons 
l'existence des groupes libres dans la classe de tous les groupes, 
donnerons leur description et étudierons leurs propriétés élémen- 
taires. 


14.1. Définition. Les éléments de l'ensemble générateur M de 
tout groupe donné G peuvent être liés par des relations dans G, 
i.e. les produits de chaque élément par son inverse peuvent être 
égaux à l'unité dans G. Par exemple, xx-! = e, x-!x — e pour tout 
z de 47. Découlant des axiomes, les relations indiquées ont toujours 
lieu dans tous les groupes et s’appellent de ce fait relations triviales. 
Il existe même des groupes qui n’admettent, dans un ensemble 
générateur, aucune relation non triviale: ils sont « exempts des 
relations ». Le but de ce n° est de construire de tels groupes et de 
montrer que ce sont précisément les groupes libres dans la classe de 
tous les groupes au sens de la définition générale donnée dans le 
chap. 3 (ce qui explique en particulier l’origine du terme « libre »). 

Soit Z/ un ensemble. Quel que soit le groupe G engendré par les 


z;, 1 E 1, ses éléments, se représentent par des mots ti, seu, 


ëey = +1, et leur multiplication, par la juxtaposition des mots. 
Cela suggère l’idée de la construction: il faut prendre comme élé- 
ments du groupe les mots mêmes formés de lettres {x;, zi' |iE 1} 
sans sous-mots du type z?x-€, e — +1; multiplier les mots revient 
alors à les juxtaposer et à éliminer ensuite les sous-mots indiqués. 
Plus exactement, prendrons deux ensembles de symboles 


= {z,|iCl}et X!= {xt lier). 
Un mot écrit en alphabet X est une suite vide (notée 1) ou finie de 


symboles appartenant à X |[J X-!. Le nombre d'éléments de la suite 
s'appelle longueur du mot. Nous disons que le mot est réductible 
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s’il contient des symboles voisins du type 2%, z;°, e = +1. Par 
exemple, le premier des mots 


LoTiTiTs Las LiToli Ts 


est irréductible et le second est réductible. Deux mots u, v sont 
dits équivalents (notation u — v) si v se laisse déduire de 4 moyennant 
un nombre fini d’intercalations et de suppressions des mots du type 
xx; ". Il est clair que la relation — est réflexive, symétrique et 
transitive. L'ensemble des mots équivalents à u représente une 
classe d'équivalence que nous désignons par [ul]. 


14.1.1. Théorème. Soit X = {x; |i EI}. Dans l'ensemble 
F (X) des classes de mots équivalents écrits en alphabet X, introduisons 
l'opération de multiplication définie par la loi [u] [v] = [uv]. Cette 
définition ne dépend pas du choix arbitraire des représentants dans les 
classes. L'ensemble F(X) est un groupe pour la multiplication ainsi 
définie. 

Démonstration. a) Toute classe de mots équivalents 
contient un seul mot irréductible. En effet, soit p (u) un mot irréduc- 
tible déduit de u en éliminant un à un les sous-mots de droite z°x; “. 
La fonction p possède les propriétés suivantes (le signe = désigne 
l'égalité graphique): 


pu) — u, (1) 

p(u)=u si u est irréductible, (2) 

p (uv) = p (up (v)), (3) 
p(riz;‘u)=p(u) pour & = +1, (4) 
o (uxzir;'v) = p (uv) pour € = +, (5) 
p (uv) = p (p (u) p (v)). (6) 


Les propriétés (1), (2), (3) sont des conséquences immédiates de la 
définition de p, (4) découle de (3), la formule (5) résulte de (3), (4), 
la formule (6) de (3), (4), (5) par récurrence sur la longueur de u. 
Soit maintenant uw = v, où u, v sont deux mots irréductibles. Il 
existe par définition une suite de mots 


U = Uj;, Ua, e . ee, Um = V, 


où les mots voisins se déduisent l’un de l’autre par intercalation ou 


suppression d'un sous-mot du type ziz; ". En vertu de (5) on a 
p (u+1) = p (u;), donc p (v) = p (u). Puisque les mots u, v sont 
irréductibles, il en résulte que v = u. 

b) Le fait que le produit [u] {v] soit indépendant du choix arbi- 
traire des représentants u, v découle de a) et de la formule (6). L'’as- 
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sociativité de la multiplication est immédiate par définition. L'unité 
sera constituée par la classe qui contient le mot vide, et l'inverse de 


la classe [xi:, . .., ri], par la classe [ri ..., &,']. Le théo- 
rème est démontré. 


Le groupe F (X) s'appelle groupe libre à ensemble générateur libre 
X ; le cardinal | X | s'appelle degré (de liberté) du groupe. Si X = 
= (2, ..., Zn}, À = {2,, x, ...}, au lieu de F(X) on écrit 
F, (X), Fax (X) respectivement. Si les désignations des générateurs 
n'ont pas d'importance, on écrit F,, F+ tout court. Dans le texte 
qui suit, pour désigner les éléments d'un groupe libre, nous utilise- 
rons les représentants des classes, i.e. nous écrirons par exemple- 
u = v, uv = w au lieu de [u] = [v], [u] [uv] — {[w]. Compte tenu de 
la remarque a), on peut parler aussi de la notation irréductible 
d'une classe : on entend par là la notation irréductible p (u) de son 
représentant quelconque u. 


14.1.2. Exercice. Les groupes libres de degré > 2 sont. 
non commutatifs. 

14.1.3. Exorcice. Si u est un mot non vide, la longueur du 
mot p (u"), n=> 2, est plus grande que celle des mots p (u), p (u”}). 
En particulier, tout groupe libre est un groupe sans torsion. 

14.1.4. Exercice. Nous disons d'un mot irréductible qu'il 


est cycliquement irréductible s'il commence par un symbole z° et se 


termine par un symbole autre que x; °. Eliminant au commencement 
et à la fin du mot les symboles identiques qui interviennent avec 
des exposants différents, on réussit à amener tout mot irréductible: 
u, par un nombre fini de pas, à une forme cycliquement irréductible 
© (u). Montrer que deux éléments u, v d'un groupe libre sont conju- 
gués dans ce groupe si et seulement si o (u) = w,w,, 6 (r) = ww; 
pour certains w,, Wa. 


Il se trouve que tout groupe engendré par un ensemble de cardi- 
nal n est une image homomorphe d’un groupe libre de degré n. 
On peut faire mieux: le théorème suivant montre que les groupes 
F (X) sont précisément les groupes libres dans la classe de tous les 
groupes au sens de la définition citée au commencement du cha- 
pitre 3. 


14.1.5. Théorème. Soit un groupe G engendré par un 
ensemble M=—{g,| ie}. Choisissons un alphabet X={zx;litl}. 
L'application X —+ M définie par x; g,se laisse prolonger d'une 
jaçon unique en homomorphisme F (X) — G. 


Démonstration. Il est clair que la classe {ri,. . . 25m} 
doit admettre comme image l'élément gi... gi". L'univocité et 
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la nature homomorphe de cette application découlent des défini- 
tions. Le théorème est démontré. 


Les éléments du noyau À de l’homomorphisme F (X) — G s’ap- 
pellent relations fondamentales ou relateurs de G sur X. Si un ensemble 
de relations //” est tel que le plus petit sous-groupe normal de F (X) 
contenant À” se confond avec FH, on dit que }” est l’ensemble des rela- 
tions fondamentales sur X. Puisque G = F (X)/H, définir l'alphabet 
X et l’ensemble /1” revient à définir complètement le groupe G. Le 
couple X, H” s'appelle code génétique ou présentation du groupe G; 
la notation symbolique est G = gr (X || H”). Pour abréger, on omet 
quelquefois d’énumérer les éléments générateurs, étant sous-entendu 
que le groupe est engendré par tous les éléments figurant dans les 
relations fondamentales. Il va sans dire qu'un même groupe admet 
plus d'un code génétique; l'utilité de tel ou tel code génétique est 
fonction du problème posé. Un intérêt particulier est représenté 
par les groupes admettant un code génétique fini, dits groupes de 
présentation finie. 

Dans la notation d'un code génétique, au lieu des mots u de H”, 
on écrit parfois les égalités u — 1 et même u;\ = u, si u est de la 
forme u,u;'. 


14.1.6. Exercice. Un groupe abélien libre de degré r admet 
un code génétique suivant: 


gr (Zu ce. Tn M2 2j airs, 1<i<j<n). 
14.1.7. Exercice: 


Ca X Ce = gr(z, yllz* = 1, y* = 1, zy = yz). 


La recherche d'un code génétique du groupe est souvent simpli- 
fiée par la méthode de recensement des classes suivant un sous-groupe ; 
nous illustrerons cette méthode sur l'exemple du groupe S,. On 
commence par choisir des éléments générateurs du groupe considéré 
et écrire certaines relations entre eux, de façon à avoir la certitude 
(peut-être intuitive) que les relations choisies définissent bien le 
groupe. Par exemple, dans le groupe S, on peut retenir comme géné- 
rateurs les éléments x — (1234), y — (12) (voir l'exercice 2.2.4). 
Puisque zy — (234), on a 


A =1, y = 1, (zy} = 1. 


Le groupe en question n'étant pas compliqué, il y a lieu de supposer 
que ces trois relations le définissent suffisamment bien. Pour le 
démontrer, considérons le groupe 


G = [4 à (x, y IE 2 = 1, y? = À, (zy)° — 1), 
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choisissons dans G un sous-groupe quelconque, par exemple HA — 
— (x), et essayons de montrer que G contient | S, |: 4 = 6 classes 
suivant À. On a alors 


IGI=1H|-1G:H]|= 24; 


or, puisque S, est une image homomorphe de G, on obtient l’iso- 
morphisme cherché G = S,. 

Conformément aux relations fondamentales du groupe G, compo- 
sons trois tableaux 


et commençons le recensement des classes de G suivant Æ en dési- 
gnant H lui-même par le chiffre 1. L'égalité évidente 1z = 1 figure 
déjà dans tous les tableaux. Quelle relation doit figurer à la place 
vide dans le deuxième tableau ? Posons 1y = 2, il vient alors 2y = 1. 
Mettons ces relations dans tous les tableaux en commençant une nou- 
velle ligne dans chacun: 


1 
Le 
3 
4 


Soit maintenant 4x = 5, alors on a 5x = 2 du premier tableau, 
83y = 5 du troisième et 5y = 3 du deuxième. Il vient 


8—01533 
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Les tableaux deviennent visiblement plus étoffés, ce qui annonce 
la fin proche du processus de recensement des classes du groupe 
(dans le cas contraire, les tableaux deviennent clairsemés à mesure 
que le nombre des lignes croît). Posons maintenant 4y = 6, cela nous 
donne 


O9 19 CT 
O HIS 012 
OO OÈE Gt — 
DURE = 
EU Où O7 ù LU 
QUE 
DOS OI. = 
MU ONE CO > 
Em 9 Où C1 
O2 EE O D Co 
9 1 O ÈS 2 on 
Es Us ON ON 2 IN 
DORE => 


1 1 
2 9 
3 4 
4 5 
9 2 
6 6 


ve 


Les tableaux sont clos: le recensement des classes du groupe est 
fini. Son résultat est | G: À | = 6. Remarquons que si nous avions 
manqué, à un pas quelconque, l’occasion de remplir une lacune, 
une certaine classe se verrait attribuer de différents numéros. Donc, 
la clôture des tableaux ne nous permet d'écrire rien d'autre que 
l'inégalité | G: À | 6. Or, puisque G admet S, pour image homo- 
morphe, l'inégalité stricte est en réalité impossible. 

Remarquons en outre que la 3°, la 4° et la 5° ligne du premier 
tableau sont des conséquences de la 2° ligne et peuvent donc être 
omises ; il en est de même pour la 2°, la 5° et la 6° ligne du deuxième 
tableau et la 2°, la 4, la 5° et la 6° ligne du troisième tableau. Ces 
simplifications de la méthode, ainsi que certaines autres, ont cepen- 
dant un caractère technique et nous ne les décrirons pas ici. Ajoutons 
seulement que la méthode de recensement décrite est facilement 
programmable et réalisable sur ordinateur. 


14.1.8. Exercice: 
Ss = gr(x, y 2° = y° = (xy)Ÿ = 1). 
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14.1.9 Exercice. Recenser les cinq classes du groups 
G=g(z, y, | === (y) = (œ) = (ay) = 1) 


suivant le sous-groupe H = gr (x, y). 
14.1.10. Exercice. Chercher le code génétique d’un groupe 
d'ordre pq où p, g sont des nombres premiers tels que p << g. 
14.1.11. Exercice. Le sous-groupe engendré dans F (x, y) 
par les éléments z"yz", n = 0, 1, 2, ..., est librement engendré 
par eux (i.e. se définit par un ensemble de relations vide). 


La définition des groupes par leurs codes génétiques apparaît 
naturellement en topologie (par exemple, en théorie des nœuds) 
et pr d’autres domaines. Une théorie détaillée est donnée dans 
[8, 23]. 


14.2. Représentation matricielle. Dans ce n° nous démontrerons 
qu’il existe un homomorphisme injectif d’un groupe libre dénombra- 
ble dans SL, (Z). Puisque les groupes F;, F., . . . se plongent dans 
F., et F. se plonge dans F, (exercice 14.1.11), il suffit de trouver 
dans SL, (Z) un sous-groupe libre de degré 2. 


14.2.1. Théorème. Soit m entier, m> 2. Le sous-groupe 
engendré dans SL, (Z) par les transvections 


me (6 7), mem=(, :) 


est librement engendré par elles, i.e. défini par un ensemble de rela- 
tions vide. 


Démonstration. Désignons pour abréger a = t,, (m), 
b = t,, (m). Soit w un produit alterné de puissances non nulles des 
éléments a, b dans le groupe SL, (Z). Il s’agit de montrer que w 
3 e. Si w commence par une puissance de b, on peut conjuguer w 
par cette puissance et considérer le produit obtenu qui commence, 


lui, déjà par une puissance de a. Soit donc w= a“1b°%?,... c°r, où 
c = a ou b, tous les a; 5 0. Soit z, la première ligne de la matrice 
ab 2... 01. Si zo,-1 = (Tep-1s Tan), ON a 
œ œ 
Zon = 22h40 ù = (opt, Lon)s  Zonts = Zn @ PR (Top4s, Zona) 


« 


où 
Toh+1= Ton-1 T7 MUonTons Tonte = Ton + MOan+iTon+1. 


La réunion des deux dernières formules nous donne 


g*® 
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Il suffit de montrer que les | x; | croissent quand à passe de 1 à r + 1. 
Pour i = 1, 2, la proposition est immédiate. Ensuite, raisonnons 
par récurrence : 


| Zita 12 M | @i4a || Tim l— 1] > 
Z21tinl— 1 [> Zn l + 1. 


Le théorème est démontré. 


Les injections canoniques F,—> SL, (Z) indiquées dans le 
théorème s'avèrent fort utiles en théorie des groupes libres. A titre 
d'illustration, citons une application. 


14.2.2. Théorème. Soit p un nombre premier. Tout groupe 
libre F (X) admet une approximation par des p-groupes finis. 


Démonstration. Soit À’ une partie finie de X. Appli- 
quant tous les autres générateurs libres dans l’élément unité, nous 
obtenons l’homomorphisme F (X) — F (X’). Puisque l'intersection 
des noyaux de tels homomorphismes est égale à l'unité, F (X) est 
produit sous-cartésien de groupes libres dénombrables d’après le 
théorème de Remak 4.3.9. On peut donc admettre que F (X) est dé- 
nombrable et se plonge, en vertu du théorème 14.2.1, dans le sous- 
groupe de congruence l', (p). Rappelons (voir l'exercice 4.2.7) qu'on 
a par définition 


T,(m) = {x |zESL,(Z), z=e (mod m)}. 


Etant noyaux des homomorphismes SL, (7) —— SL, (Zn), les 
sous-groupes T', (p*) sont des sous-groupes normaux d'indices finis 
dans SL, (Z) et leur intersection est évidemment égale à l'unité, 
k = 1, 2, ... Toujours d'après le théorème de Remak, F, (p) est 
donc produit sous-cartésien de groupes finis F, (p}/F4 (p“). Enfin, 


p 
(e + pz)° — > (7) (pz)' = e (mod p°), 
i= 0 
(e+per}= 7 (7) (p22)1= e (mod p°), 


i—0 


donc l', (p}/T, (p“) est un p-groupe. Le théorème est démontré. 


Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que l’approxim a- 
bilité finie des groupes libres vient d’être déduite de celle du groupe 
GL, (Z). Plus généralement, on réussit souvent à déduire l’ap- 
proximabilité finie d’un groupe à partir de sa représentabilité par 
des matrices en s’appuyant sur le théorème suivant dû à A. I. Mal- 
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tsev (Matem. sb., 1940, 8, n° 3, p. 405-421) : tout groupe de matrices de 
type fini sur un corps commutatif admet une approximation finie. 
Le lecteur trouvera une démonstration bien simple de ce théorème 
dans [25], p. 408. 

On vérifie aisément que l’ensemble 
Gm = {7 |zESL:(Z), zù1 =Ts = 1 (mod m’), 

Ti =Ta =0 (mod m)} 
est un sous-groupe de SL, (Z) et que 
gr ({12 (M), tn (M)) < Gm. 

Dans le cas général, on a l’inégalité stricte, mais, comme l’a montré 
I. N. Sanov (Doklady Akad. naouk SSSR, 1947, 57, n° 7, p. 657- 
5) 


gr (to (2), tai (2)) = Gas 


i.e. toute matrice de G, se laisse décomposer en produit de puissances 
des transvections a = {,, (2) et b = t.1 (2). L'idée d’une telle dé- 
composition est suggérée par les formules 


ke ad ke se 
a = ; 
T2 Too Toy Too + 20, 
(F _ (Re 2] 
Toy Lo Toy Pro Too 
Nous nous bornerons à l’illustrer sur l'exemple de la matrice 
Fe Re 
FU 4 15) 
Ici |z, | > | x l. Cherchons un « tel que dans la matrice x” = 
= za® il y ait | z,, | << | x,, |. A cet effet, divisons zx, + | x1, | par 


271, avec reste: —63 = (—46) 2 + 29. Prenons & = —2 (le quo- 
tient avec le signe inverse). Il vient 


— 23 6 
—4 1J° 

Cherchons à présent un B tel que dans la matrice x” = z’bf il y ait 
Ita 1> 12,1. Divisons x, + |x;, | par 2x,, avec reste: —17 — 
— 12 (—2) + 7. Prenons B = 2 (le quotient avec le signe inverse). 

Il vient 


zx’ = za"? = ( 


On a donc z = a*b-2?a2. 
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14.2.3. Exercice. Décrire et justifier l'algorithme de décom- 
position des matrices de G&, suivant les générateurs £,, (2), fes (2). 
CRE . z : —86 
A l'aide de cet algorithme, décomposer la matrice ( 598 187)” 

14.3. Sous-groupes. Il se trouve que tout sous-groupe d'un grou- 
pe libre est lui-même libre. Ce théorème fut démontré en 1921 par 
J. Nielsen pour les groupes de type fini, et en 1927 par ©. Schreier 
pour le cas général. Dans ce n° nous décrivons la méthode de Schreier 
qui permet de trouver un système de générateurs libres pour tout 
sous-groupe d’un groupe libre. 

Soit H un sous-groupe d’un groupe quelconque G. Choisissons 
un représentant de chaque classe à droite de G& suivant H. Le repré- 
sentant pour H sera 1. Une fonction qui prend sur toute classe à droite 
une valeur constante — un représentant fixe de la classe — s’appel- 
le fonction de choix ou fonction représentative (à droite). On vérifie 


immédiatement les propriétés suivantes de cette fonction: u = u 


et uv =uv, où u, v E Get u est un représentant fixe de la classe Hu. 
La fonction de choix permet de construire les éléments généra- 
teurs du sous-groupe à partir de ceux du groupe. 


14.3.1. Théorème. Soient M l'ensemble générateur d'un 


groupe G, H un sous-groupe de G,u —+ u la fonction de choir à droite 
dans G suivant H, S l'ensemble des représentants choisis. A lors 


H = gr(srsz-l|sES, xE M). 


Démonstration. Il est clair que les éléments szsz”! 
sont contenus dans le sous-groupe À. Montrons que tout élément de 


H se laisse mettre sous la forme d’un produit des éléments srsz-! 
et de leurs inverses. On vérifie immédiatement que 


(szsz”1)-1 = s'z-ls"r"1 P où s = sx; 
remarquons que de s’ on déduit d’une façon unique s = s’z"!, Soit 
maintenant un élément u = x 27, EM, & = +l, tiré 
de A. Il s’agit de le mettre sous la forme d'un mot construit avec 
des éléments de la forme szsz”!. Désignons u, = 1, uy, = 21... 
...z$t. La notation cherchée sera alors 


D mt 2 1 Re 
(Genet ) Ge)... Quatre) (1) 


En effet, 


| 
( 4 L 
UTC Uts = À, i= 1, 7 r— 1, 
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aussi le second membre de (1) s’écrit-il 


” 1 - 
uuu,tr =AÂu.ut=1Â.u.{—u. 
Le théorème est démontré. 


14.3.2. Exercice. Tout sous-groupe d'indice fini dans un 
groupe de type fini est de type fini. 

4.3.3. Exercice. Chercher dans le groupe libre F, les 
éléments générateurs du sous-groupe des mots de longueur paire. 

14.3.4. Exercice. Utilisant la démonstration du théorème 
14.3.1 et la formule de l'exercice 2.2.4, chercher un ensemble géné- 
rateur de A. 


Un ensemble d'éléments représentés par des mots irréductibles 
dans un groupe libre est appelé système schreiérien s’il contient, avec 
chaque son élément, tous ses segments initiaux. 


14.3.5. Théorème (Nielsen-Schreier). Soient X un alphabet 
quelconque et H un sous-groupe quelconque dans le groupe libre F — 
— F(X). Il existe au moins un système schreiérien de représentants de F 


suivant H. Siu— u est la fonction de choix correspondante, H est libre- 


ment engendré par les éléments non triviaux srstz , où s parcourt l'en- 
semble des représentants choisis et x parcourt X. 


Démonstration. a) Existence d’un système schreiérien 
de représentants à droite. On appelle longueur d'une classe de F sui- 
vant H la longueur de son mot le plus court. Construisons le système 
schreiérien par récurrence sur la longueur de la classe. 

Choisissons comme représentant pour À le mot vide. Si L est une 
classe de longueur 1, choisissons un mot quelconque de longueur 1 
comme représentant de L. Supposons que les représentants des clas- 
ses de longueur inférieure à r soient déjà choisis, i.e. qu’une fonction 
de choix u + u soit déjà définie sur ces classes, la longueur du re- 
présentant étant égale à celle de la classe. Soit L une classe quel- 
conque de longueur r. Choisissons dans Z un mot quelconque y, ... 
... Yn ÿi E À U X 7}, et prenons comme représentant de Z le mot 
Y1-..Yr-21ÿ,. Il est clair qu’un système de représentants ainsi cons- 
truit est un système schreiérien. 

b) Soit S un système schreiérien de représentants de F suivant H, 


et soit u +u la fonction de choix qui correspond à S. Montrons que 
les éléments -£i 


ss , SES, EX, C2) 


engendrent librement A. On sait déjà qu'ils engendrent H, confor- 
mément au théorème 14.3.1. Il reste à montrer que ces éléments ne 
sont pas liés par des relations non triviales, 
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Tout d'abord, chaque mot (2) est irréductible. En effet, les 
réductions ne peuvent commencer qu'aux jonctions avec la lettre x. 


| = , —-1 _ 
Or, sis =s,r"!, on aurait szst —=s5, = 1, et si sr =zx-ls;!, 


on aurait s — s, et szsx”! = 1. 

Soient ensuite u, v deux mots 1 de la forme (2) ou leurs inver- 
ses, tels que uv 1. De la démonstration du théorème 14.3.1 il 
ressort que 


u=— sas, v= tyôty9 |, s, LES, &yEX, e, d— +. 


Puisque les mots uw, v sont irréductibles, le processus des réductions 
dans le produit uv ne peut commencer qu'à la jonction. Il s’arrêtera 
avant d’atteindre xt à gauche et yô à droite. En effet, puisque les 
représentants choisis forment un système schreiérien, si le processus 
des réductions commençait par z!, l’on aurait {= s,x7-®w, où 5, = 
= 51°, d’où 

ST = sr t—=Ss. 


Or, cela est impossible, car u 1. Si le processus des réductions 
commençait par y, l’on aurait s, = tyôw, où s, —=sxt, d’où 


ty9 — tys. 
Or, cela est impossible, car v 1. Enfin, la réduction simultanée 
de z°, yo est aussi impossible, car uv 1. 

Soit maintenant un mot irréductible non vide écrit avec des 
symboles du type (2). Il s’agit de montrer que, considéré comme un 
mot sur À et soumis à toutes les réductions possibles, il reste un 
mot non vide. En effet, en vertu de ce que nous venons de voir, les 
réductions ne peuvent commencer qu'aux jonctions des mots (2) 
et s'arrêtent avant d'atteindre leurs cœurs z. Le théorème est démon- 
tré. 


14.3.6. Exercice. Chercher dans F (x, y) un système de 
représentants schreiériens, à l’aide de celui-ci, trouver des généra- 
teurs libres pour le commutant et pour le plus petit sous-groupe 
normal contenant x, y”, où r est un entier. 

Le théorème suivant permet de calculer les degrés de liberté 
des sous-groupes d'indice fini dans les groupes libres de degré fini. 


14.3.7. Théorème. Soient F=F(x,..., zx»), H<F, 
|F: H]|=)j. Sin, j sont des nombres finis, le degré de H est 
m=1+{(r—1))j. 
Démonstration. Soit, dans les notations du théorème 


précédent, M l’ensemble de toutes les nj notations de la forme (2). 
Il s’agit d'indiquer les cas où ces notations sont équivalentes 
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à l'unité. A cet effet, désignons par S, l’ensemble $ sans l'unité et 
définissons une application Tt: $, M telle que 


———| 

: s'xs'z pour s=5"x, zEX, 
S° = —— 

STST pour s=s'z 1, ze. 


On vérifie immédiatement que + est une application bijective de S, 
sur les notations équivalentes à l'unité dans M. Puisque le degré 
de À est égal au nombre des notations qui restent, i.e. nj — (j — 1), 
le théorème est démontré. 


14.3.8. Exercice. Un sous-groupe d'indice fini dans un 
groupe libre de degré infini a lui-même un degré de liberté infini. 

14.39. Exercice. Si F,, F, sont deux sous-groupes libres 
de même indice fini dans un groupe G,ona F, = F. 


14.4. Séries centrales et séries dérivées. Soit G un groupe quel- 
conque. Définissons dans G une suite décroissante de sous-groupes 


NGZ>Y6C2Z... (3) 


telle que y,G = G et que, pour un sous-groupe y,G déjà défini, il 
y ait Ya+#1G = [VG, G]; ici [A, B] est le commutant réciproque des 
groupes À et B. La suite de sous-groupes obtenue s'appelle série 
centrale inférieure, et son terme y,G, nr-ième terme central inférieur 
du groupe G. L'intersection de tous les sous-groupes de la série (3) 
est le w-ième terme central inférieur de G. 
Les mots 
Vi Gi) = 2%; 

Vn+a (Base Ent) = Ün (us + ++ Zn), Tn+al, n=1,2,..., 
s'appellent commutateurs simples, et le nombre n, poids du commu- 
tateur y,. 


14.414. Exercice. Pour tout groupe G 
VnG = T (Yn (Bis ee 8) 1H EG), nr = A1, 2, ... 
14.4.2. Exercice. Pour tout groupeGona 
[yiG, VGI< Vi+5G i,j —1,2,... 


Indication. Appliquer le raisonnement par récurrence et 
le lemme des trois commutants 3.2.3. 

14.4.3. Exercice. Pour tout groupe, le n-ième commutant 
est inclus dans le 2”-ième terme central inférieur; le n-ième terme 
central inférieur du sous-groupe est contenu dans le n-ième terme 
central inférieur du groupe. 


14.4.4. Théorème (Magnus). Dans tout groupe libre F, 
le w-ième terme central inférieur est égal à l'unité. 
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Démonstration. a) Soit d'abord F dénombrable. En 
vertu du théorème 14.2.1, le groupe F' se plonge dans le sous-groupe de 
congruence V,(m), m> 2; il suffit donc de s'assurer que le w-ième 
terme central inférieur de F,(m) est égal à l'unité. 

Prenons des matrices 


g=et+m'aer,(mt) et f=e+mber,(m!. 
Soient gl — e + m'a’ et f-! — e + mb’. Alors le commutateur 


{g, fl —1(e + m'a’) (e + mlb') (e + ma) (e + mlb) = 
= e + (m'a + m'a + m'ha'a) + 
+ (m'b" + mb + mb'b) +...=e+..., 


où les points de suspension désignent des produits mixtes du type 
m°*tla'ab. Il est clair que tout produit mixte de ce type est congru 
à la matrice nulle modulo m**!, d’où [g, fl € F,(m**!). 

Le calcul montre que 


[T,(m*), r,(m!)] < T,(mR**+1), 


d'où yil,(m) < P(m'). Puisque N l,(m')=e, le théorème est 


démontré pour les groupes dénombrables. 

b) Soit maintenant F un groupe libre quelconque. Supposons que le 
w-ième terme central inférieur de F contient un élément f-£1. Décompo- 
sons f pour chaque x = 1, 2, . .. en produit de commutateurs sim- 
ples de poids n, réunissons tous les éléments commutables et expri- 
mons-les par l'intermédiaire des éléments générateurs de F. Il est 
clair que les éléments générateurs utilisés forment alors un ensemble 
dénombrable. Cet ensemble engendre un sous-groupe libre. Puis- 
qu'il est dénombrable et ne vérifie pas le théorème de Magnus, nous 
obtenons une contradiction. Le théorème est démontré. 


En vertu des résultats de l’exercice 14.4.3, il ressort de ce th6o- 
rème que le w-ième commutant d’un groupe libre, i.e. l'intersection 
de tous les commutants de numéro naturel, est égal à l’unité. 


Soit u un mot sur l’alphabet X. On appelle logarithme de u dans 
la base x € X le nombre entier log, u égal à la somme des exposants 
de la lettre x dans le mot (il est évident que deux mots équivalents 
ont même logarithme). Il est clair que l'application qui associe à 
chaque u de F (X) l’ensemble de ses logarithmes log.u pour tous 
les x € X est un homomorphisme du groupe libre F (X) sur un groupe 
abélien libre de même rang. Puisque les mots de même logarithme 
pour toutes les bases appartiennent à une même classe suivant le 
comautant, le commutant [F (X), F (X)] sera le noyau de cet homo- 
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morphisme. Appliquant ce raisonnement au commutant du groupe 
libre, etc., nous obtenons le résultat suivant: 

Les sections de la série dérivée d’un groupe libre sont des groupes 
abéliens libres. 

Remarquons sans démonstration que les sections de la série cen- 
trale inférieure d’un groupe libre sont aussi des groupes abéliens 
libres (théorème de Witt). Ce résultat s'obtient avec des moyens 
beaucoup plus fins. 


14.45. Exercice. Deux groupes libres de degrés de liberté 
différents ne sont pas isomorphes. 

14.4.6. Exercice. Utilisant les relations entre commutateurs 
indiquées dans le n° 3.2, montrer que les sections de la série centrale 
inférieure d’un groupe libre de degré fini sont des groupes abéliens 
de type fini. 


$ 15. Variétés 


On appelle variétés les sous-classes définies dans la classe de tous 
les groupes par des relations identiques. Par exemple, la classe des 
groupes abéliens est une variété définie par l'identité xy = yz. 
Les variétés sont étroitement liées aux groupes libres, vu que les 
identités sont éléments de groupes libres. Un grand nombre de tra- 
vaux sont consacrés à la théorie des variétés, dont l'ouvrage de 
H. Neumann [26]. 

Nous introduisons ici quelques notions de base de cette théorie 
et montrons que les variétés se confondent avec les classes de groupes 
fermées par rapport à la prise de sous-groupes, d'images homomor- 
phes et de produits cartésiens. 


15.1. Identités et variétés. On dit qu’un mot v écrit en alphabet 
Lyr Tor - . . eSt une identité sur la classe de groupes { s’il devient 
unité sur tout groupe G de ® quand les arguments z,, ze, . .. 
parcourent G. Soient V un ensemble de mots en alphabet x,, zs, . .. 
et G un groupe. Dans le cas général, les mots de V ne sont pas forcé- 
ment des identités sur G, et leurs valeurs sur G engendrent un sous- 
groupe 


V(G) = gr (v (& . Entx)) [ve V, gE G). (1) 


Ce sous-groupe, dit sous-groupe verbal dans G par rapport à V, mesure 
dans un certain sens l’écart de G par rapport aux groupes de la variété 
définie par les identités de V. Deux exemples évidents de sous-groupes 
verbaux sont fournis par le commutant et la puissance d-ième d'un 
groupe : ils se définissent par les mots [z, yl, x° et mesurent l'écart 
du groupe par rapport aux groupes commutatifs et aux groupes de 
période d. 
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15.1.1. Exercice. Les termes centraux et les commutants 
successifs d’un groupe sont ses sous-groupes verbaux. 

15.1.2. Exercice. Un sous-groupe verbal d'un sous-groupe 
verbal est encore verbal dans le groupe tout entier. 

15.1.3. Exercice. Les sous-groupes verbaux du groupe F+ 
sont exactement ses parties À qui vérifient les conditions : 

Â°u,vEH—=uwEeH, 

2°uEH=u '€EH, 

3° u CH, v,, RS Vntu) € Fo = U (Vi, es Untu)) € H. | 

Démontrons l'existence tout en donnant la description des grou- 
pes libres dans une variété quelconque au sens des définitions don- 
nées au commencement du chapitre 3. 


15.1.4. Théorème. Soit £ une variété de groupes définie 
par des identités de V. Soient X un alphabet, 


Fy (X) = F (X)/V (F (4) (2) 


et * l’homomorphisme canonique F (X) — F, (X). SiX = {x; |i€1} 
et Gest un groupe dans £ dont l'ensemble générateur est {g; | i € IY, 
l'application x + g, se laisse prolonger d'une façon unique en homo- 
morphisme F,(X) —G. Autrement dit, les groupes F,.(X) sont libres 
dans la variété ©. Ils sont les seuls groupes libres dans £. 


Démonstration. a) Il est clair que l’homomorphisme 
F,(X) —- G s'obtient en faisant correspondre à un mot en x? le même 
mot en g,;. On vérifie immédiatement que cette application est défi- 
nie d'une façon unique et est un homomorphisme. Par conséquent, 
F, (X) est un groupe libre dans {. 

b) Soit F un groupe dans £ librement engendré par f;, iE I. 
L'application f; — x? se laisse prolonger en homomorphisme F —+ 
— F;y (X), et l'application zx? —f;, en homomorphisme F; (X) — 
— F, d'où F & F, (X). Le théorème est démontré. 


L'ensemble {ri |iE 7} s'appelle ensemble générateur libre du 
groupe F, (X), et son cardinal, degré de liberté de F;,- (X). Ces no- 
tions généralisent les notions analogues que nous avons introduites 
antérieurement pour les groupes libres et les groupes abéliens libres. 
Pour un groupe libre de degré n dans une variété £, on emploie 
aussi le symbole F,, (£). 

Une description exhaustive des groupes libres dans la variété 
des groupes abéliens a été donnée dans le $ 7. Dans d’autres variétés, 
les groupes libres peuvent présenter une structure assez complexe 
(voir en particulier le $ 23). 


15.1.5. Exercice. Le groupe des quaternions gr (x, y || xt, 
z°y?, x” lyxy) n’est libre en aucune variété. 
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Soit v un mot. On a évidemment 
U (Lu + Er) = 0 (89, ..., 9) 


pour tout homomorphisme @: G —G*, aussi l’image homomorphe 
du sous-groupe verbal V (G) est-elle contenue dans le sous-groupe 
verbal V (G*). En particulier, tout sous-groupe verbal est End-per- 
mis. 


15.1.6. Exercice. Indiquer dans €; X C4, un sous-groupe 
End-permis qui ne soit pas verbal. 


Pour les groupes libres dans une variété, les choses se présentent 
plus simplement : 


15.1.7. Théorème. Soit © une variété de groupes; G est 
un groupe libre dans Ê. Tout sous-groupe End-permis H de G est verbal. 


Démonstration. Prenons dans G un ensemble généra- 
teur libre {g, |i € I} et considérons dans F+ un ensemble V de 
mots U (ti, . .., Ti) tels que v (g:,, . .., g:,) € H. Montrons 
que H = V (G). L'inclusion A< V (G) est évidente. 

Soient réciproquement v € V, gi EG. Il s’agit de montrer que 


U (Bis - - -» 8i,,) € H. 


Or, puisque G est libre dans ©, l’application g;-> g; se laisse pro- 
longer en un endomorphisme de G. Comme v (g:,, ..., 8:,) € H 
et H est End-permis, on a v (gi,, ..., gi.) € A. Le théorème est 
démontré. 


La correspondance entre les variétés et les ensembles de mots de 
F+ qui les définissent n’est pas biunivoque, car deux ensembles de 
mots différents peuvent définir une même variété. D'autre part, 
l'ensemble de toutes les identités vraies sur la variété donnée a une 
structure de sous-groupe verbal de F.; on voit sans peine que cette 
correspondance entre variétés et sous-groupes verbaux est biunivo- 
que. Etudier les variétés équivaut donc à étudier les sous-groupes 
verbaux de F«. 


15.1.8. Exercice. Le sous-groupe engendré dans F,."par 
des sous-groupes verbaux est verbal. Quelle est la variété qu'il défi- 
nit ? 


Deux ensembles d’identités V, W sont dits équivalents s'ils défi- 
nissent une mème variété de groupes ou, ce qui revient au même, si 
V (Fe) = W (Fa). 


15.1.9. Exercice. Tout ensemble d'identités fini est équi- 
valent à une seule identité. 
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(Remarquons cependant que toute variété de groupes ne peut 
pas, loin s’en faut, être définie par la donnée d'une seule identité.) 


15.1.10. Théorème. Tout ensemble V de mots en alphabet 
Lis To, - . . est équivalent à un ensemble de la forme W = {rd, u,|j€ 
E J}, où d>0 et les u; sont des mots du commutant du groupe F (x; 
PRES 


Démonstration. Meittons chaque v de V sous la forme 


V=T" 


ue Tj'u, 

où les symboles i,, ..., à, sont tous distincts et u est un élément du 
commutant de F (x,, x:, ...). Soit d le pgcd des nombres m,, . .: 
..., M, pour tous les v de V. Le nombre det les éléments u pris pour 
tous les v de V sont justement les quantités qu'on cherche. En effet, 
il est clair que V (F.)< W (F+). Réciproquement, les mots 2% 
sont contenus dans V (F4) (ils se déduisent de v quand les autres 
lettres de l'alphabet ont pour image l'unité), ce qui fait que les 
mots 2, u y sont contenus aussi. Le théorème est démontré. 


15.2. Une autre approche des variétés. Soit £ une classe de grou- 
pes; désignons par S£, Q®, C£ les fermetures de £ par rapport 
aux opérations de prise de sous-groupes, d'images homomorphes et 
de produits cartésiens respectivement. Soit maintenant £ une 
variété: on a alors de toute évidence SQ = £, QL = £, CL = ©. 
Il se trouve que la réciproque est aussi vraie: 


15.2.1. Théorème (Birkhoff). Soit Q une classe de groupes. 
Si SL = A, QL = Let CL = L, alors L est une variété. 

Démonstration. Soient V l’ensemble de toutes les iden- 
tités vraies sur Let À la variété qu'elles déterminent. Il est évi- 
dent que £ & £:; il s'agit de montrer que { = ©. Puisque QL — 
— £,ilsuffit de vérifier que tout groupe 7 libre dans { appartient à 
£ ; or, puisqu'on a CR = Let SQ = À, il suffit que F se plonge 
dans un produit cartésien de groupes de £. Nous allons indiquer 


un tel plongement. 
Conformément au théorème 15.1.4, 


F = F(X)/V(F(X) 


pour un alphabet convenable À = {x; | i ET}. Pour chaque mot 
U (ti, - - ., T3) n'appartenant pas à V, prenons dans © un groupe 


G, et choisissons dans ce G, des éléments g,,, i € I, tels que 


U (Bois » - + +» Eu) 1. 
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Prenons le produit cartésien 
[LG 
tTév 


et considérons dans ce produit le sous-groupe engendré par les élé- 
ments f;, à E I, où f; (v) = gs. Puisque les éléments jf; ne vérifient 
aucune relation sauf les identités de V, le sous-groupe qu'ils engen- 
drent est isomorphe à F. Le théorème est démontré. 


11 est facile de voir qu'en réalité nous venons de démontrer 
l'égalité 
# — QSC£ (3) 
pour une classe de groupes arbitraire {. 


15.2.2. Exercice. Soient G un groupe fini et M la variété 
définie par toutes les identités vraies sur G. Tout groupe de type fini 
dans Ÿ est fini. 

Indication: utiliser la formule (3) pour £ = {G\. 

15.2.3. Exercice. Dans un groupe de type fini G, tout sous- 
groupe H d'indice fini contient un sous-groupe verbal d'indice fini. 

Solution. Conformément à l'exercice 2.5.13, on peut ad- 
mettre que À est normal dans G. Soient V le système de toutes les 
identités vraies sur le groupe fini G/H et 31} la variété définie par 
ces identités. Puisque le groupe G/V (G) est de type fini et appartient 
à M, il est fini (exercice 15.2.2). 

15.2.4. Exercice. Indiquer les classes de groupes ©, M, 
R qui vérifient les conditions 


S£ A, Q =, C=A, 
SR = JM, QM LM, CM = M, 
SR =}, QN =NR, Ch LM 


CHAPITRE 6 


GROUPES NILPOTENTS 


Dans les chapitres précédents, nous nous sommes familiarises 
avec les groupes abéliens et les groupes finis. Un groupe arbitraire, 
s’il n’appartient pas toujours à ces deux familles, s’y trouve sûrement 
lié d’une façon ou d’une autre. La recherche du plus grand nombre 
possible de telles liaisons et l'étude du groupe lui-même par ses 
liaisons, telle est la méthode habituelle de très nombreux travaux en 
théorie des groupes. Les auteurs de ces travaux ont inventé tout 
un éventail de conditions analogues à la commutativité ou à la 
finitude du groupe, des plus naturelles aux plus fantaisistes, voire 
aberrantes. 

Les généralisations les plus importantes de la commutativité sont 
la résolubilité et la nilpotence. Les groupes résolubles sont ceux 
qui se laissent assembler à partir de groupes abéliens par plusieurs 
extensions successives. [ls sont remarquables en particulier par leur 
relation avec le problème de résolubilité des équations algébriques 
par radicaux (voir Introduction), d’où leur appellation. 

Les groupes nilpotents constituent une classe à mi-chemin entre 
les groupes abéliens et les groupes résolubles. Ils sont moins faciles à 
définir et admettent une étude plus approfondie. 

Le présent chapitre sera consacré à l’étude des groupes nilpotents, 
et le chapitre suivant, à celle des groupes résolubles. Le lecteur 
trouvera beaucoup de résultats intéressants sur les groupes nilpotents 
et résolubles dans [24, 14, 16, 371. 


$ 16. Propriétés générales et exemples 
16.1. Définition. Soit G un groupe. Sa matriochka normale 
1=G<G<...<G =G (1) 
æst dite centrale si toutes ses sections sont centrales, i.e. 


Gy+1/Gi < Z (G/Gi;) pour tout i (2) 
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ou, ce qui revient au même, 
[G;+1, GI Gi pour lout i. (3) 


Un groupe qui admet des matriochkas centrales s'appelle nilpotent 
(cette appellation sera expliquée plus tard), et le nombre minimal 
des sections de telles matriochkas, son degré de nilpotence. De la 
définition, on voit sans peine que les groupes nilpotents forment une 
classe intermédiaire entre les classes des groupes abéliens et des grou- 
pes résolubles et que tout groupe abélien est exactement un groupe 
nilpotent de degré f. 


16.1.1. Exercice. Toute matriochka de sous-groupes vé- 
rifiant la condition (3) est normale. 


Soit G un groupe quelconque. Nous tächerons d'y construire une 
matriochka centrale en appliquant soit la formule (2), soit la formu- 
le (3). Soient en effet 


CG . L É1G/GiG Sn Z (G'LiG), Ë — Ü, 1: 2, ._. ., 
vG—=G, Y:1+41G = [V,G, GI, j = 1,2, ... 


Les sous-groupes &,G s'appellent hypercentres de G, tandis que les 
sous-groupes y,;G sont les termes centraux de G déjà connus (les uns 
et les autres se définissent aisément pour des à et j transfinis quelcon- 
ques, mais nous ne le ferons pas, de peur de nous y embourber). I1 
est clair que si un hypercentre se confond avec le groupe tout entier 
ou un terme central se confond avec l'unité, le groupe est nilpotent. 

Réciproquement, supposons que le groupe G soit nilpotent et que 
(1) soit une matriochka centrale quelconque dans G. Désignons abré- 
viativement Z; = 6;G, l; = ÿ,G. Les définitions et un raisonne- 
ment facile par récurrence nous conduisent aux inclusions suivantes : 


1=2<A<... 
W VW. 


1 = G<G<...< Gin LG: = CG, (à) 
V V 
< Fe: < M =6G 


On remarque que la série d'hypercentres et la série centrale dans le 
groupe nilpotent sont des matriochkas, i. e. contiennent 1 et G, et 
que le nombre des sections de chaque matriochka est égal au degré 
de nilpotence du groupe. Conformément au graphisme du diagram- 
me (4), ces séries sont appelées série centrale supérieure et série centrale 
inférieure (le second terme a été formellement introduit encore dans 
le n° 14.4 mais sans explication). Bien que les matriochkas centrales 
supérieure et inférieure d’un groupe nilpotent ont même nombre de 


9—1533 
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termes, elles ne se confondent pas toujours (voir les exercices 16.2.10 
et 16.2.11). 

16.1.2. Exemple. Soient À un corps commutatif, n > 3. 
Utilisant les formules (9), (12) de l’exemple 3.2.1. IV, on voit sans 
peine que 

UT, (X) = UT; (4)> UT: (X)2>...2 UT; (4) = 1 


est une matriochka centrale supérieure et inférieure à la fois dans 
le groupe UT, (X). En particulier, c'est un groupe nilpotent de degré 
n — 1. Ün des auteurs (voir You. I. Merzliakov, in: Alguebra i Lo- 
guika, 1964, 3, n° 4, p. 49-58) a calculé les séries centrales d’autres 
groupes matriciels, notamment les séries centrales inférieures des 
sous-groupes de congruence principaux sur des anneaux locaux et 
celles des p-sous-groupes de Sylow dans GL, (‘;m). Dans ce der- 
nier cas, on a par exemple la description suivante. Désignons pour 
abréger À — ‘;m. Prenons une matrice vide d'ordre », i. e. un carré 
partagé en nr bandes horizontales et 7 bandes verticales, et recou- 
vrons-la d’un tapis d'idéaux K, pK, p*K,... de la façon suivante 
(le schéma est tracé pour n = 3): 


PK pK pK pK pK :pKi Ki KiK 
…p@# PK pK pK :pKipKi K°K K 


n ñn 


Soit G un p-sous-groupe de Sylow de GL, (A). Nous savons qu'il 
réunit toutes les matrices d'ordre x sur X congrues à la matrice 
unité modulo le tapis d’idéaux dans la position montrée (exercice 
11.3.3). Il se trouve que pour r > 2, le terme central y,G contient 
uniquement les matrices de SL, (Æ°) congrues à l’unité modulo le tapis 
d'idéaux déplacé de (r — 1) positions vers la droite. D'une façon 
plus formelle, soit À un anneau associatif unitaire. Son système 
d'idéaux a = {a;; |i, jE Z} s'appelle tapis d'idéauxr si l’on a 


Cin0rs © Gi pour tous i, j, k EZ. 
On vérifie aisément que si X est commutatif, alors 
Vh (a) = {x E SL, (K) | zi5 = 015 mod u,;} 
est un groupe; il s'appelle sous-groupe de congruence (spécial) modulo 
le tapis a (en particulier, pour À = Z, a;; = (m) on retrouve 


FT, (m) de l'exercice 4.2.7). Dans ces notations, le résultat précédent, 
traduit du langage des schémas en langage des formules, s’énonce 
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ainsi : si G est un p-sous-groupe de Sylow de GL, (A) et À = Z,m, 
on a 
vG = Petri), r = 2,3, ..., 


at r) _ prlü-i-nin]k 


les crochets signifient que l’on prend la partie entière et p'X = X 
pour << 0. On voit en particulier qu'un p-sous-groupe de Sylow du 
groupe GL, (Z,m) est nilpotent de degré mn — Î. 


De la remarque qui suit la formule (4), il est clair qu'un groupe G 
est nilpotent de degré < s si et seulement si v,+,G = 1. Aussi, la classe 
%*. de tous les groupes nilpotents de degré < s est-elle une variété 
définie par l'identité 


Var (as ce Lot) = ce 2snil = 1 


(voir l'exercice 14.4.1). En particulier, %, est fermée pour la prise 
de sous-groupes, d'images homomorphes et de produits cartésiens. 
Conformément à la théorie générale développée dans le chapitre 5, 
la variété %, admet des groupes libres qui se laissent tous mettre 
sous la forme 


F (X)/Ys#1F (X), 
où X est un alphabet convenable. 


16.1.3. Exercice. Soit G un groupe libre nilpotent de degré 2 
à générateurs libres a, b. Soit en outre c = {b, al. Chaque élément 
g de G se laisse mettre d’une façon unique sous la forme g = a*bbc*, 
a, B, y entiers, et ceci en sorte que 


at bBcY. a bB'cY —= ac+a bDB+B’c\Y+v’+a'B 


18% 

Par conséquent, l'application abôcY +10 1 œ | est un isomor. 
001 

phisme de G sur UT,(Z). 


Quelques mots sur la terminologie. Les groupes nilpotents n'ont 
pas reçu cette appellation dès le début : ils ont été longtemps désignés 
par le terme vague « groupes spéciaux », tandis que la notion de nil- 
potence était introduite depuis longtemps en théorie des anneaux: 
un anneau nilpotent, i.e. « nul en puissance », « potentiellement 
nul », est un anneau dans lequel le produit d’un nombre donné d'élé- 
ments quelconques est égal à zéro, 


Lis st eUÙ (9) 
9e 
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(tel est par exemple l'anneau des matrices trigonales d'ordre n à 
diagonale nulle). La théorie classique de Lie a établi une correspon- 
dance entre une classe d'anneaux — les anneaux de Lie — et une 
classe de groupes — les groupes de Lie — dans laquelle à la multi- 
plication dans les anneaux correspond la commutation dans les grou- 
pes: en particulier, à l'identité (5) correspond l'identité 


br ss let (6) 


Pour cette raison, le qualificatif « nilpotent » s'est appliqué finale- 
ment aussi aux groupes avec l'identité (6). Notons que la théorie 
des groupes n'est pas en reste avec la théorie des anneaux: c'est 
par analogie aux groupes résolubles que les anneaux de Lie résolu- 
bles ont été appelés. 

Le lien entre la nilpotence des anneaux et celle des groupes est mis 
en relief une fois de plus par un 


16.1.4. Exercice. Soit À un anneau associatif unitaire, 
soit B son sous-anneau quelconque, et soit B°” le sous-anneau engen- 
dré par les produits b, ...b,, b; € B. Si le sous-anneau B est nil- 
potent. i.e. si B" — Q pour un certain », les ensembles Gt) — 
— {{ -— x |x € B'} sont des groupes pour la multiplication dans À, 
avec [G). G]< Gi+-). En particulier, ils sont tous nilpotents de 
degré < n. Cela démontre, une fois de plus. la nilpotence de certains 
groupes de l'exemple 16.1.2 mais sans mentionner les matriochkas 
centrales. 

16.1.5. Exercice. Dans tout groupe nilpotent sans torsion, 
l'unité est le seul élément qui soit le conjugué de son inverse. 

16.1.6. Exercice. Tout groupe nilpotent périodique de 
type fini est fini. 

Indication: utiliser l'exercice 14.3.2. 


16.2. Propriétés générales. C'est la définition même d'un groupe 
nilpotent qui suggère une méthode claire et en général efficace d’étu- 
de des groupes nilpotents : la récurrence sur le degré de nilpotence. 
Dans cette méthode, on utilise le plus souvent les termes centraux 
et les hypercentres, mais aussi parfois d'autres sous-groupes. À ce 
titre, il est bon de considérer un 


16.2.1. Le mme. Soit G un groupe nilpotent de degré s > 2. 
Son sous-groupe quelconque engendré par le commutant et un élément 
de G est nilpotent de degré inférieur à s. 


Démonstration. Soient a€G, H = (a, IG, G)). Puisque 


[G, GI< (Ss=1G) N H< Gsm 
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le groupe H/t,_,H est cyclique. Puisque le groupe quotient par le 
centre ne peut être cyclique et distinct de 1,on a &,_,}] = H,ce qu'il 
fallait démontrer. 

Les propriétés des groupes nilpotents qui seront dégagées dans 
ce numéro se rapportent essentiellement aux sous-groupes. 


16.2.2. Théorème. Tout sous-groupe d'un groupe nilpotent 
est sous-normal. Plus exactement, si G est un groupe nilpotent de degré 
s, la suite des normalisateurs successifs de son sous-groupe quelconque H 
atteint G au bout de s pas tout au plus. 


Démonstration. Introduisons les notations 
Li = GG, Ho — H, Hj+1 = H, (1). 


Il suffit de vérifier que Z, < H;. Cela est évident pour i = 0. Pas- 
sons de i à à + 1. Puisque 


[G, Zi Z< Hi, 
on a 
HS Hills Zisl< Hi. 
Cela revient à dire que Z;., normalise FH ;, i.e. Z,,, < H;.,. Le théo- 
rème est démontré. 


16.2.3 Théorème. Dans un groupe nilpotent, tout sous- 
groupe normal non trivial admet une intersection non triviale avec le 
centre. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré 
de nilpotence. Soient G un groupe nilpotent, H << G, H = 1, Z, = 
= {,G. Si H<Z,;, la proposition est triviale. Soit } & Z;. Par 
hypothèse de récurrence appliquée à G/Z,, l'intersection HZ, f\ Z, 
contient alors un élément a € Z,. Puisque 


a=hz, hCEH, :€2Z,, | 
onakh EH /fNZ;. hé Z:. Soit un g € G tel que [hk, gl  e. On a alors 
k, gEHNIZ:, GI<HNZ, 


i.e. l'intersection H f] Z, est non triviale. Le théorème est démon- 
tré. 
16.2.4. Exercice. Dans un groupe nilpotent. tout sous- 
groupe normal d'ordre premier est contenu dans le centre. 
16.2.5. Théorème. Soit G un groupe nilpotent. Si À est son 
sous-groupe lel que À [G, G] = G. on a A — G. En particulier, 
[G, G< D (G). (5) 
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Démonstration. Soit au contraire À  G. Posons À; — 

= A°6;G, i = 0, 1, 2,. Il est évident que À; < 4;+1. Soient 

m LG» Am+1i = G. Puisque la section A p+1/4 m ‘est abélienne, 
on a [G, GI << A», d'o 


n [G, GS An <G. 


On aboutit à une contradiction. L'assertion sur le sous-groupe de 
Frattini découle de sa définition en tant qu’ensemble d'éléments non 
générateurs (théorème 2.2.6). Le théoreme est démontré. 


[Dévoilons un secret. Dans les exemples de sous-groupes de 
Frattini 2.2.7, nous avions établi l'inclusion ® (UT, (Z)) < UT;(2) 
et remarqué que l'inclusion inverse est aussi valable (le soin de dé- 
montrer cette remarque étant laissé au lecteur !). Nous pensions 
justement au théorème 16.2.5.] 


16.2.6. Théorème. Dans un groupe nilpotent G, tout sous- 
groupe normal abélien maximal A se confond avec son centralisateur. 
En particulier, À est un sous-groupe abélien maximal et G/A admet 
une image isomorphe dans Aut À. 


Démonstration. Soient H = C&(A), Z; = &;G. Sup- 
posons démontrée l'inclusion H ff} Z,< À, et soit zE H (Zi:1. 
Pour tout g£€Gon a [x, glE H NZ; < À, donc gr (x, À) est un 
sous-groupe normal abélien de G contenant À. Puisque À est maxi- 
mal, on axzEA,i.e. HN Z:11< À. Comme Z, = G pour un nr 
déterminé, on a À = À, ce qu'il fallait démontrer. 


Pour abréger, les éléments d'ordres finis seront appelés éléments 
périodiques. 


16.2.7. Théorème. Dans un groupe nilpotent G, l'ensemble 
+G des éléments périodiques (partie périodique de G) est un sous-groupe. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré 
de nilpotence et appliquons le lemme 16.2.1. Soient a, b deux élé- 
ments périodiques de G. Posons 


A = (a, [G, G]), B = (b, (IG, Gi). 


Par hypothèse de récurrence, tA, TB sont sous-groupes de À, B res- 
pectivement. Puisque TA est End-permis dans À et que À est nor- 
mal dans G, TA est normal dans G. Pour la même raison, tB est 
normal dans G. Puisque tout élément de tA -tB, élevé à une puis- 
sance convenable, tombe d'abord dans tB et puis dans 1, le groupe 
TA -1B est périodique. En particulier, les éléments ab, a”! sont 
périodiques, ce qu'il fallait démontrer. 


16.2.8. Théorème. Dans un groupe nilpotent G sans tor- 
sion, l'extraction de la racine est une opération univoque (sans être 
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toujours définie partout), i.e. de a" = L", n #0, il découle que 
a = Ù. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré 
de nilpotence. Le théorème étant évident pour les groupes abéliens, 
supposons que G soit non abélien. Considérons son sous-groupe 
(a, IG, GÏ). Il est normal dans G et nilpotent d’un degré moins 
grand que celui de G (lemme 16.2.1). Puisque a, a” € (a, [G, Gl) 
et que, de toute évidence. (a)" — a", on a par hypothèse de récur- 
rence a” — a. Il en découle que les éléments a et b commutent, d'où 
(ab”!}" = e. Puisque G est sans torsion, on a a = b. Le théorème est 
démontré. 


16.29. Exercice. Dans un groupe nilpotent sans torsion, 
z"y" = y'z" (m, n Æ 0) = zy -= yz. 

[Indication:(y "zy")" =zx"—=y"zxy" = x, etc. 

16.2.10. Exercice. Dans les groupes nilpotents sans torsion, 
tous les facteurs de la série centrale supérieure sont sans torsion, 
eux aussi. 

16.2.11. EXercice. Pour la série centrale inférieure la pro- 
position précédente est fausse : par exemple, si 


14 n7 2 1 On? 
c-(o : Z}, on a [G, G]J=10 1 0 |, 
0 O 1 0 0 1 
d'où G/IG. GlzZ @ Z @ :,. 
Considérons à présent les sous-groupes normaux nilpotents dans 
un groupe arbitraire. 


16.2.12. Théorème (Fitting). Dans un groupe quelconque, 
le produit de deux sous-groupes normaux nilpotents des degrés s, t est 
un sous-groupe normal nilpotent de degré << s + t. 


Démonstration. Soient AG, B<G, Y,:14 = 1, 
Yr418 = 1. On alors 


Yn (AB) = [4B. .…. ABj={|{(4,,...,H,], (S) 
où chaque H; se confond soit avec À, soit avec 2 (voir l'exercice 
3.2.6). Puisque y;,4 < À < G, on a y;A < G et donc 

(y:4, BI y;A pour tout i. 


Si donc à termes de H,, ..., H, se confondent avec À et les r — i 
autres avec B, on a 


[His eee Hnl< YA NYnuiB. (9) 
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Prenons n = s + t + 1. On a alors soit is + 1, soit nr —i> 
>t<+1, d'où y, (AB) = Î en vertu de (8), (9). Le théorème est 
démontré. 


16.2.13. Exercice. Soit & la classe de tous les groupes G 
tels que 


YuG = ñ Y\G — 1. 


Le produit de deux sous-groupes normaux appartenant à 8 n'appar- 
tient pas forcément lui-même à #, un contre-exemple: 


16.3. Groupes nilpotents d’automorphismes. Nous avons noté 
dans l'exemple 16.1.2 que tout groupe de matrices unitrigonales est 
nilpotent. Or, les matrices sont des automorphismes d'un espace 
vectoriel de base donnée, et les matrices unitrigonales sont exacte- 
ment les automorphismes qui laissent inchangée la matriochka des 
sous-espaces engendrés par des segments finis décroissants de la 
base et operent identiquement dans les sections de cette matriochka. 
C’est cette propriété qui constitue la cause véritable de la nilpotence. 


16.3.1. Lemme. Soit donnée dans un groupe G une matriochka 
normale à (r + 1) termes 


CCC. G=t: (10) 


soit © le groupe de tous les automorphismes du groupe G qui laissent 
invariants les termes de la matriochka (10) et opèrent identiquement 
dans les sections G;/G;., (le stabilisateur de la matriochka (10)). Consi- 
dérons G, ® comme des sous-groupes de l’holomorphe Hoi G. Les groupes 
D et [G, D] sont nilpotents de degré < r. 


Démonstration. a) Le groupe O est nilpotent de degré 
< r. En effet, on a par définition 


GP = G, [G;, DIS G;:1 pour tout i. (11) 


Soit ®} centralisateur dans ® des sections G;/G;+,, i = 0, 1, 2, ... 
Il est évident que 


PD=-®20,2...20,=t1; 


il suffit donc de montrer que c'est une matriochka centrale dans ®, 
i.e. 
[D;, D]< D}+: pour tout ]j 
ou 
[G;, (D, DIIS Gi+j+i pour tous ë, j. 
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Or, cela ressort des relations 
(D,, 1D, GTI [D,, Gil Gi+j+, 
[D, [G;, D,I< 1D, G;4,1< Gi+# 
en vertu du lemme des trois commutants 3.2.3. 
b) Le groupe [G, O] est nilpotent de degré << r. En effet, 
[G, (D, GK 16, Gi: Gi4, 
(D, [G;, GI (D, GI Gi, 
d’où comme précédemment, en vertu du lemme des trois commutants,: 
[G;, IG, DJ] G;4, pour tout i. 


Cela revient à dire que les conjugaisons par éléments de [G, ®] opè- 
rent identiquement dans les sections de la matriochka G: > G, > 
>...2>G, = 1. D'après la proposition a) démontrée ci-dessus, le 
groupe de ces conjugaisons, 1.e. 


[G, DJ/Cic, œJ(Gi);, 
est nilpotent de degré << r — 1. Or, [G, DL] G,, aussi Cic, a j(Gi) 


est-il contenu dans le centre de [G, ®], d’où la proposition b). Le 
lemme est démontre. 


Il est naturel d'aller plus loin et de se demander si le stabilisa- 
teur d’une matriochka de sous-groupes quelconque (pas forcément. 
normale) est nilpotent. Par stabilisateur de la matriochka (10), 
on entend ici le sous-groupe maximal ® de Aut G vérifiant la condi- 
tion (11). Il se trouve que la réponse est positive comme précédem- 
ment, bien que la démonstration soit plus compliquée et que l'éva- 
luation du degré de nilpotence soit moins bonne: 


16.3.2. Théorème (Ph. Hall). Le stabilisateur d’une matrioch- 
ka de sous-groupes quelconque à (r + 1) termes esl un groupe nilpotent 
de degré < (' ]- 

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur r. Soit 


D stabilisateur de la matriochka (10). Soit en outre Y = Co(G:;). 
Puisque ® stabilise la matriochka à r termes G,2> G,>..., par 


hypothèse de récurrence le groupe O/W est nilpo tent de degré < Ée 


ST 


Désignons 
Y, EE L Wii: = [#;, I]. 


Puisque Y << D,onaYŸ =, >%,>... Il suffit de montrer que 
[G, Ÿ,] = 1. A cet effet, vérifions que [G, F,1< G; pour tout i. 
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Cela est évident pour i = 1. Passons de à à i + 1. Soient g € G, 
Vi+1 € Wiga. I] s'agit de montrer que [i41, gl EGi41. Or, Yi 
est un mot construit sur des commutateurs de la forme 
[fs ç”1], Y; € ÿ;, P ( D. 

L'élément 1,8, est le même mot construit sur les produits 

Ei, qUE = (ji. gl, ç”1, gl. (12) 
Remarquons que 

ta, 71, gl E Gin 


en vertu de l'identité de Ph. Hall (voir la formule (16) dans le lem- 
me 3.2.3) et des relations 


le, 87, dil ED. G, WI< IG, Y] = 1, 
[g, ee pl € [G, Y;, DI< [G:, DI< G:+1- 


Donc, le facteur de gauche dans (12) appartient à W et le facteur de 

droite à G;:1. Or. W centralise G;>G;1, d'où Wf4r € WisiGisre 

Par suite, [Yz41, £] € Gi41, ct le théorème est démontré. 
L'exemple:16.1.2 nous aura mené bien loin! 


$ 17. Quelques sous-classes importantes 


17.1 Groupes nilpotents finis. Nous allons décrire une autre 
source importante de groupes nilpotents. 


17.1.1. Exemple. Tout p-groupe fini G est nilpotent. En 
effet, G admet un centre non trivial. Pour le démontrer, remar- 
quons qu'un élément est central si et seulement s'il forme une classe 
de conjugaison complète. Puisque 


[af = {G: AN (a)! 


les cardinaux c; des classes de conjugaison dans G sont des puissances 
de p. Puisque l'unité est une classe de conjugaison complète, il 


existe au moins un c; égal à 1. Or, leur somme Ÿ c; — |[G| est 
divisible par p, c'est pourquoi il existe plusieurs autres c; égaux à f. 
Ainsi donc, G a un centre non trivial Z,. Pour la mème raison, G/Z, 
a un centre non trivial Z./Z,, etc. Nous voyons qu'un hypercentre 
assez grand du groupe G se confond avec G tout entier: cela veut 
dire que G est nilpotent. 


17.1.2. Exercice. Soit p un nombre premier. Il n'existe 
que deux groupes d'ordre p* non isomorphes: Z,2: et Z, xX 7, Il 
existe cinq groupes d'ordre p*: trois groupes abéliens 


Lps Z pe NX Lis ZLp X Zp X É, 
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et deux groupes non abéliens. Pour p = 2, ce sont le groupe diédral 
gr(a. bat =, b=1, bab = a”! 

et le groupe quaternionien 
gra, bllat=1, b= a, b-'ab = a°!), 


et pour p >2 
gr (a, bla” = 1. bP — b-lab = a+?), 
gra, b,cllaP=1, br—1, «=, 


la. bl —c, La. cl = [b. cl = 1). 


Il existe des p-groupes infinis non nilpotents : par exemple, l’en- 
trelacement direct d'un p-groupe non trivial avec un p-groupe infini 
est un p-groupe sans centre (voir l'exercice 6.2.3). Un exemple con- 
cret: Co 2€ +. Un autre procédé utile pour obtenir un groupe 
sans centre consiste à déplacer celui-ci d’une façon constante en 
l'agrandissant : 


17.1.3. Exercice. Soient À un corps commutatif de caracté- 
ristique p strictement positive, et UT, (X) un groupe de matrices 
infinies sur À dans lesquelles les lignes et les colonnes sont numéro- 
tées par des entiers naturels, tous les éléments diagonaux sont égaux 
à 1, les éléments sous la diagonale sont tous nuls. et les éléments 
au-dessus de la diagonale, nuls à l'exception d'un nombre fini 
d'éléments. Le groupe UT, (Æ) est un p-groupe sans centre (voir la 
formule (2) de l’exemple 3.1.1. IV). 

Il se trouve que tout groupe nilpotent fini est produit direct 
d’un nombre fini de p-groupes finis. On peut faire mieux et démontrer 
un 


17.1.4. Théorème (Burnside-Wielandt). Soit G un groupe 
fini. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) G est nilpotent, 

b) tout sous-groupe de G est sous-normal. 

c) Gest produit direct de ses p-sous-groupes de Sylour, 

d) [G, GI ® (G). 


Démonstration. Procédons dans l’ordre conforme au 
diagramme suivant: 


a) 


N 


b) d) 


4 


c) 
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a) — b). Voir le théorème 16.2.2. 

b) = c). Soit P un p-sous-groupe de Sylow dans G. Puisque 
N4 (P) se confond avec son normalisateur dans G (exercice 11.1.4) 
et qu'en vertu de b) le normalisateur de tout sous-groupe propre est 
plus grand que le sous-groupe lui-même, on a :V,; (P) = G. Ainsi 
donc, les p-sous-groupes de Sylow sont normaux dans G, d'où l'on 
déduit sans peine la condition c). 

c) = a). Voir l'exemple 17.1.1. 

a) = d). Voir le théorème 16.2.5. 

d) = c). Ici encore, il suffit de vérifier que tout p-sous-groupe 
de Sylow P du groupe G est normal dans G. Supposons par absurde 
que ŸV, (P) soit un sous-groupe propre dans G, et H un sous-groupe 
maximal de G qui contient V4 (P). Puisque 


[G, GI< D (G)< K, 


H est normal dans G. D'autre part, À contient W, (?) et doit donc 
se confondre avec son normalisateur dans G (exercice 11.1.4). La 
contradiction obtenue achève la démonstration du théorème. 


Du théorème de Burnside-Wielandt il ressort immédiatement 
que l'entrelacement d'un p-groupe fini non trivial avec un g-groupe fi- 
ni non trivial est nilpotent si et seulement si p = q. 


17.1.5. Exercice. Quel est le degré de nilpotence de l'en- 
trelacement Z me Zh? 


La question de savoir sous quelles conditions un entrelacement 
est nilpotent reçoit une réponse exhaustive dans l'exercice suivant. 


17.1.6. Exercice. Soient À, B deux groupes nilpotents non 


triviaux. Chacun des entrelacements À 2B, À 2 B est nilpotent 
si et seulement si À et B sont des p-groupes, B étant fini et À de pe- 
riode finie. 

Indication. Utiliser les exercices 6.2.1, 6.2.3. et faire 
intervenir l'homomorphisme canonique Z 27, + 7, 2 Zn. 

Avant de terminer ce n°, citons un résultat relatif à des groupes 
finis arbitraires : 


17.1.7. Théorème (Frattini). Le sous-groupe de Frattini 
d'un groupe fini est nilpotent. 


Démonstration. Soient G un groupe fini et À son sous- 
groupe de Frattini. En vertu du théorème 17.1.4, il suffit de vérifier 
que tout p-sous-groupe de Sylow P du groupe À est normal dans À 
ou, ce qui revient au mème, dans G (voir l'exercice 5.2.6), i. e. 
Ne (P) = G. Or, cela équivaut à la relation 


G = A-N, (P), 
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car À est un ensemble fini d'éléments non générateurs du groupe G 
(théorème 2.2.6). C’est cette dernière relation que nous nous appli- 
querons à démontrer. 

Soit g un élément quelconque de G. En conjuguant G par g, on 
obtient une application de À dans lui-même, aussi P£ est-il encore 
un p-sous-groupe de Sylow de À. En vertu du théorème de Sylow 
11.1.1, les sous-groupes P et PS sont conjugués par un élément 
a€ À, i.e. PS = P°. D'où ga 'ENQ(P), gE€ A-N, (P). Le théo- 
rème est démontré. 


Notons que nous venons de démontrer en passant un 


17.1.8. Lemme (Frattini). Soient À un sous-groupe normal 
d'un groupe fini G,et P son p-sous-groupe de Sylouw.On a G=A-N,(P). 


17.14.99. Exercice. Soient À un sous-groupe normal d'un 
groupe G, et B un sous-groupe de À tel que B, B°< À soient conju- 
gués dans À si et seulement si B, B" le sont aussi dans G. Dans ce 
cas, G = A-N, (B). (Lemme de Frattini généralisé.) 


17.2. Groupes nilpotents de type fini. Un exemple évident de 
tels groupes est UT, (2). Il se trouve que les sous-groupes d'un 
groupe unitrigonal sur Z sont les seuls groupes nilpotents de 
type fini sans torsion; quant aux groupes nilpotents quelcon- 
ques de type fini, chacun d'eux est une extension finie d'un groupe 
sans torsion et, en particulier, se plonge dans SL, (2). Nous établi- 
rons ici ces deux faits capitaux en théorie des groupes nilpotents de 
type fini. 


17.2.1. Lemme. Soit G un groupe quelconque. Si G est engendré 
par un ensemble AT, son terme central y,G est engendré par le terme central 
suivant Y;:+,G et des commutateurs simples de poids i en éléments de M. 


Démonstration. Pour i — 1, la proposition est eévi- 
dente. Passons de à à i + 1. Par définition, y;+,G est engendré par 
les éléments [r, yl, x E Y:G, y € G. Par hypothèse de récurrence, 
z=xt...ztmz, où chaque x; est un commutateur simple de 
poids à en éléments de M, 2€ yÿ:+:,G, €; = +i. Ensuite, y est un 
mot en éléments de AZ {[J A-!. Utilisant les relations entre commu- 
tateurs (3) du n° 3.2. nous remarquons que Î{r, y] est un mot en 
éléments de la forme 


[r;, als — [r}, a] [x;, a; gl, [z. a}, 
at M, gEcG. 


Puisque [x,, a, gl, [z, al appartiennent à y;,:.G, le lemme est 
démontré. 
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Nous disons que le groupe possède presque une propriété donnée 
s’il contient un sous-groupe normal d'indice fini qui possede la 
propriété en question. 


17.2.2. Théorème. Tout groupe nilpotent de type fini G 
admet une matriochka centrale à sections cycliques et est presque sans 
torsion. Si G est absolument sans torsion, il admet une matriochka 
centrale à sections cycliques infinies. 

Démonstration. a) Soit G de type fini et nilpotent. 
Chaque section de sa matriochka centrale inférieure est un groupe 
abélien de type fini (voir lemme 17.2.1) et, à ce titre, admet une 
matriochka à sections cycliques. Puisque toute subdivision d'une 
matriochka centrale est encore une matriochka centrale, G admet 
une matriochka centrale à sections cycliques. Par récurrence sur 
le nombre des termes de la matriochka, montrons que G est presque 
sans torsion. Soit À le plus grand terme de la matriochka distinct de 
G; soit a un élément générateur de G (mod H). Par hypothèse de 
récurrence, À est presque sans torsion; il existe donc un m tel que 
le sous-groupe H" = (h" | k € H) soit sans torsion. Conformément 
à l'exercice 16.1.6, on a | H: HM | L ©. Si |G : H | << ©, alors 
HT" est le sous-groupe sans torsion cherché dans G. Soit | G: À | = 
— ©. Alors (a) H" contient le sous-groupe cherché, car il est sans 
torsion et 


]G: a)H"|=|H: HN (a) HM|<|H: HM[< oo, 


b) Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Nous venons de 
voir qu'il est polycyclique, c’est pourquoi les sections de sa matrioch- 
ka centrale supérieure sont polycycliques, elles aussi (exercice 4.4.3). 
Puisque ce sont des groupes sans torsion (exercice 16.2.10), la ma- 
triochka centrale supérieure peut être subdivisée de façon à possé- 
der des sections cycliques infinies. Le théorème est démontré. 


17.2.3. Exercice. Tout groupe polycyclique est presque 
sans torsion. 

Indication: voir la démonstration du théorème 17.2.2. 

17.2.4. Exercice. La partie périodique de tout groupe 
nilpotent de type fini est finie. D'une façon plus générale, si le 
groupe est presque sans torsion, ses sous-groupes périodiques sont 
finis. 

Grâce au théorème 17.2.2, un groupe nilpotent de type fini 
sans torsion G peut être muni de coordonnées entières d’un type 
particulier qui permettent de représenter G par des matrices unitri- 
gonales entières. Plus exactement, soit G un ensemble. Une famille 
de fonctions f;: G— 7, i = ",...,s, s'appelle famille de coor- 
données si l'application x (f, (x), . . ., f, (x)) est une injection 
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de G dans l'ensemble 7° de tous les s-uplets entiers. Soit G & Z*. 
L'application @: G — 7” est dite polynomiale s'il existe des poly- 
nômes f1;, - -., f de s variables à coefficients dans Q, tels que 


19 = (f(x), - -., fr (x) pour z EG. 


Si fus - + fr Sont des polynômes du premier degré, on dit que 
est une application linéaire. Soit maintenant G un groupe nilpotent 
de type fini sans torsion. Considérons sa matriochka centrale 


G=G>G>..e > Gs+1 = 1 


à sections cycliques infinies et choisissons des éléments a, ..., a, 
tels que G; = gr (a;, G;+:). Il est évident que chaque élément x 
de G se laisse mettre d'une façon unique sous la forme 


tx) t (x) - 
z=a!" en. as", l,(x) EZ7, 
si bien que les fonctions #,, . .., {, forment une famille de coordon- 
nées. Le système ordonné a;, ..., a, sera appelé base de Maltsev 
du groupe G, et les nombres t, (x), . .., t, (x), les coordonnées de 
l'élément x dans cette base. 


17.2.5. Théorème. Soit G un groupe nilpotent de type jini 
sans torsion muni de coordonnées de Maltsev t,, ..., t,. Il existe 
un entier naturel n = n (G) et un homomorphisme injectif ®: G — 
—+ UT, (Z) tels que l'application @ soit polynomiale sur G et que son 
inverse @"! soit linéaire sur G° (en coordonnées matricielles introduites 
sur UT, (Z)). En particulier, la multiplication et l'élévation à une 
puissance dans le groupe G s’écrivent par des polynômes en coordonnées 
de Maltsev. Plus exactement, si x, y€G, mE€Z, 1<i<5s, alors 
t1 (zy) est un polynôme sur Q 


en {la (t), la Y)1Q<i} + di (x) + ti (y), (1) 
l, (x"') est un polynôme sur Q 
en met {ty (x) |a<i} + mt;(x). (2) 


Démonstration. a) Démontrons d’abord ce que nous 
venons d'affirmer « en particulier ». Pour toute matrice a de UT, (Z) 
et pour tout m de Zona 


n—1 
a > (7 )@—e, 
1—0 


(Rte ne, et (3) 


444 GROUPES NILPOTENTS [CH 6 


i. e. les coefficients de la matrice a” sont des polynômes en m et en 
coefficients de la matrice a. En vertu de la proposition principale du 
théorème, les coordonnées #, (zy), t; (x) se laissent exprimer de fa- 
Ççon linéaire en fonction des coefficients des matrices (zy)9, (x")7 
qui se laissent exprimer de façon polynomiale en fonction des coef- 
ficients des matrices xz®, y® et du nombre m. Toujours en vertu de 
la proposition principale du théorème, les coefficients des matrices 
1x9, y® se laissent exprimer de façon polynomiale en fonction des 
coordonnées t,, (x), t, (y), aussi les coordonnées de Maltsev du pro- 
duit xy et de la puissance x" d'éléments sont-elles des polynômes en 
coordonnées de Maltsev des éléments x. y et du nombre m. Le fait que 
ces polynômes se laissent mettre sous la forme (1), (2) ressort immé- 
diatement de la définition d'une matriochka centrale. 

b) Remarquons maintenant qu'au lieu de l'injection , il suffit 
d'indiquer une injection polynomiale w:G —>GL, (=) telle que 
son inverse 7! soit linéaire sur GŸ, ce dernier ensemble étant cons- 
titué de matrices unipotentes (une matrice a est dite unipotente 
si elle admet une racine caractéristique unique 1 ou, ce qui revient 
au mème, si (a — e)* = 0). En effet, le groupe À — G%Ÿ peut être 
appliqué dans UT, (2) par conjugaison dans GL, ({Q). Nous montre- 
rons d'abord que Æ est le conjugué d'un sous-groupe de UT, {()). 
Assimilons GL, (Q) au groupe des automorphismes d'un espace 
vectoriel Ÿ’à x» dimensions sur le corps Q et considérons une matrioch- 
ka non subdivisible F =, >1,>...>V,;4, — 0 de sous- 
espaces invariants par F. Dans la base associée à cette matriochka, 
les automorphismes de À se mettent sous la forme de matrices trigo- 
nales par blocs dont les blocs diagonaux représentent l’action de 
dans les sections F;'V';:,: il suffit donc de montrer que chaque sec- 
tion L’ de ce type est de dimension 1. Puisque le commutant [H, H] 
est nilpotent d'un degré inférieur, on peut admettre que [H, H] se 
laisse mettre sous la forme unitrigonale. Il existe alors un vecteur 
non nul u € U fixe pour tout automorphisme de [H, H]. Soit L” 
le sous-espace formé par tous les vecteurs de ce type. Il est inva- 
riant par À, car pour LE H.h" EH. Hjona 


(uh) kh° = u (hh'h 1) h = uh. 


Puisque la section Ü ne contient aucun sous-espace propre inva- 
riant par H,on a CU’ = L', d'où [H. H] = 1 sur L’; autrement dit, 
H induit un groupe abélien d'automorphismes de la section U. Or, 
tout ensemble de transformations linéaires permutables admet un 
vecteur propre commun sur l'extension du corps de base obtenue 
par les racines caractéristiques de ces transformations. Puisque le 
groupe À est unipotent, il admet un vecteur propre commun dans L. 
Comme le sous-espace engendré par ce vecteur est invariant par #, 
et Ü ne contient aucun sous-espace propre invariant, la dimension de 
U est 1. Cela revient à dire que H"< UT, (QG) pour un a convena- 
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blement choisi dans GL, (Q). Considérons maintenant dans H* 
une famille finie de matrices génératrices. Soient le dénominateur 
commun de leurs coefficients et b une matrice telle que 


b = diag (1, 4, N°, ..., NT, 


I] est facile de voir que H%Ÿ < UT, (Z). 

c) Il reste à démontrer l'existence de 1. Nous le ferons par récur- 
rence sur la longueur de la base de Maltsev. Supposons que, pour 
les groupes dont la base de Maltsev a une longueur inférieure à s, 
la représentation matricielle cherchée soit déjà trouvée, ce qui 
revient à dire que le théorème est démontré dans sa totalité (voir a), 
b)). Soit G un groupe muni d'une base de Maltsev a,, ..., a, de 
longueur s. Avant de passer à la construction de Ÿ, nous établirons 
dans ce n° la formule ({) pour le groupe G. Désignons abréviative- 
ment ty (r) = &3, t; (y) = ni. Il est évident que 

ay = ait (ar hasta) ts... (ar has lat) aa ,.. a" 


S 


et 


1 7 _! 
at = [ai, a;]ai . 


ai'ai 
Par hypothèse de récurrence et en vertu de a), b), les formules (1), 
(2) restent valables pour les groupes dont la base de Maltsev a une 
longueur inférieure à s: il suffit donc de vérifier que les coordonnées 
des éléments [a', a;] dans la base de Maltsev #,, ..., a, sont 
des polynômes en y. Il est évident que 


1 1] { n 
(a, a] —ai"(a; aa) 
et 


1 Ci 54 c = 
a; aja;—aa;ritl als, ce. 
Par hypothèse de récurrence appliquée à gr (a, a;+,, . .., a,), 
on obtient 
— 1 n n 6 5 
(aÿ aja;) —ajail:is1,., aits 


où £y, sont des polynômes en n. D'où [aï, a;l — af. i+1 . avis 
et la formule (1) est démontrée pour le groupe G. 

d) Passons à la construction e 1. Soit €; [t] l'anneau des poly- 
nômes sur Q en fonctions £,, . .., {.,. Définissons l'action de G sur 
cet anneau en posant que pour tout a de G 


f°(&)=/f(az), fEQlI, rEeG 


(« translation à gauche de l’argument »). On vérifie immédiatement 
que l'opérateur op (a) défini par cette formule est un automorphisme 


10—1533 
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de l'anneau Q [4] et que la loi a ++ op (a) définit un isomorphisme 
G — Aut (0 6). 

Un produit de la forme .W (t) = t71... t"s s'appelle monûme 
en £y, ..., ts. En vertu de (1) 


tt, 1. 2: Ciyy(a) M, (t), (4) 


où c;y(a) est un polynôme sur Q en coordonnées de Maltsev de l’élé- 
ment a, tandis que les monômes W; (t) intervenant avec des coeffi- 
cients non nuls dans l’expression de {* ne contiennent pas les varia- 
bles t;, ..., t,. On voit de là que op (a) — op (e) associe à un mon- 
me quelconque if (t) soit O, soit une combinaison linéaire de mon- 
mes plus petits, les monômes étant ordonnés suivant leurs derniers 
exposants. La transformation (0P (a) — op (e))" annule donc Àf (t) 
pour un certain m = m (a, VW 

Soit H le sous-groupe additif engendré par l'orbite de |’ ensemble 
des fonctions coordonnées {f,. ..., {,} par rapport aux opérateurs 
op (x), xE G. En vertu de (4), H est contenu dans le sous-groupe 


engendré par les fonctions {u AT «)} pour un .V naturel, ce qui 


signifie que #7 est un groupe de type fini. Soit X,. ..., k, une base 
dans le groupe abélien libre 77. Soit encore 


= D Yui(z) lu, (5) 
l 


i.e. (Pas (x)) est la matrice de la restriction de op(x) à H dans la 
base h,, ..., hk,. Puisque À contient les fonctions coordonnées 
ls -.., Là la loixz— (\f,1 (x)) définit un isomorphisme 1%: G + 
— GL, (Z), le groupe GŸ étant constitué de matrices unipotentes. 
L'application #-! est linéaire sur GŸ, car l'ensemble ff,} se laisse 
définir de façon linéaire en fonction de £{h,}, tandis que, en calcu- 
lant les fonctions (5) au point e, nous voyons que {h,} se laisse défi- 
nir de façon linéaire en fonction de {4,}. L'application v elle-méme 
est polynomiale, i.e. les fonctions #;, sont des restrictions à G de 
certains polynômes sur @. En effet, soit x € G. Puisque chaque h; 
est une combinaison linéaire sur Z de certains 1%, g € G, on conçoit 
que hÿ est, en vertu de (4), une combinaison analogue de 


ti — l'; ro Ci] (gx) M; (t). 


hi =2 Pus(z) Mj(t), (6) 
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où P;;, est un polynôme sur Q; en particulier, 
hk, = > P,;(e) AM, (t). (7) 


Puisque l’ensemble {k,} est linéairement indépendant sur Q, les 
lignes de la matrice (P,; (e)) le sont aussi. Portant (6), (7) dans (5) 
et profitant de l'indépendance linéaire de {/;{({)}. on obtient un 
système d'équations linéaires pour #41 (x): 


Pas (x) = > Yi (x) Pis (e), 


ce qui montre justement que les fonctions \‘,, sont polynomiales 
sur Q. Le théorème est démontré. 


A propos de la démonstration que nous venons de développer, 
signalons qu'il existe une méthode générale permettant d'établir 
la représentabilité isomorphe des groupes par des matrices, dite 
méthode de séparation des coordonnées (Iou. I. Merzliakov in : Alguebra 
i loguika, 1968, 7, n° 3, p. 63-104). Cette méthode est exposée aussi 
dans [25]. 


17.2.6. Exercice. Soit p un nombre premier. Tout groupe 
nilpotent de type fini sans torsion admet une approximation par des 
p-groupes finis. 

Indication: voir la démonstration du théorème 14.2.2. 


Au commencement de ce n°, nous avons dit que les théorèmes 
17.2.2 et 17.2.5 permettent de conclure que tout groupe nilpotent 
de type fini G se plonge dans SL, (Z) pour un #7 déterminé. Il suffit 
de toute évidence d'indiquer une injection œ: G — GL,, (©), 

x 0 
Car I +— fe ni sera alors l'injection cherchée. Î] reste à formuler 


une remarque générale. Soit Æ un sous-groupe d'indice fini "m dans 
un groupe arbitraire G. Soient 4a;, ..., 4m les représentants des 
classes à droite de G suivant }. Si © est une représentation fidèle 
de À par des matrices d'ordre », la formule 


g— |I(aga;')" Il 
définit une représentation fidèle de G par des matrices d'ordre mn 


(on pose 19 = 0 pour z é AH). Evidemment, ce n'est autre que la 
représentation de G induite par © (voir le n° 12.2). 


17.2.7. Exercice. Un groupe qui est presque représentable 
par des matrices sur un anneau unitaire est complètement représen- 
table par des matrices sur cet anneau. 

17.2.8. Exercice. Tout groupe nilpotent de type fini est 
résiduellement fini. 


10 
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17.29. Exercice. [l existe des groupes nilpotents de type 
fini sans torsion À. B qui peuvent être injectés l'un dans l’autre 
par des homomorphismes sans être isomorphes, par exemple: 


177 1 n2 TZ 
=|01£Z|, B=|[0 0 Z| pour rn#O, 1. 
0 0 1 0 O 1 


17.2.10. Exercice. Ün groupe nilpotent de type fini qui 
possède un centre fini est fini lui-même. 


17.3. Groupes nilpotents sans torsion. Dans cette classe de grou- 
pes, un intérêt particulier est présenté par la théorie de l'extraction 
de la racine, qui sera exposée dans ce n°. Son point de départ est le 
théorème 16.2.8 selon lequel dans tout groupe nilpotent sans lorsion 
G l'extraction de la racine est une opération partielle, i.e. univoque 
mais pas toujours définie partout. [l se trouve que G peut toujours 
ètre plongé dans un groupe nilpotent complet (où l'extraction de 
la racine est partout définie) et que deux complétés nilpotents 
« minimaux » quelconques de G sont isomorphes entre eux et se 
réduisent entièrement aux racines des éléments de G. 

Rappelons qu'un groupe arbitraire G est dit complet si, pour l’un 
quelconque de ses éléments g et pour tout entier naturel m, l'équa- 
tion r" — g admet une solution dans G. Un exemple de groupe 
complet est le groupe UT, (Æ) sur un corps commutatif À de caracté- 
ristique nulle. En effet, posons par définition pour tous a € UT, (A), 
u € À en généralisant la formule (3): 


n—! 


an > (](a—e), 


FL | nn RURE D see 


i il 


Le er 


On vérifie immédiatement que 


ah+Y = qhaY,  aWY = (ah). 


! 

Il en découle en particulier que a" est une racine m-ième de a, 
i.e. que le groupe UT, (Æ) est complet. 

On dit qu’un groupe nilpotent complet sans torsion G est le 

complété (nilpotent) du groupe G s’il contient G et ne contient aucun 
sous-groupe propre complet contenant G. 
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17.3.1. Théorème. Soit H sous-groupe d'un groupe nilpotent 


complet sans torsion G. L'ensemble V H de tous les éléments de G qui 
jigurent à une certaine puissance dans H (racine de H dans G) 
est un sous-groupe et, par conséquent. le complété de H dans G. Les 


hypercentres des sous-groupes H et V H vérifient les relations sui- 
vanles: 


GVH=VEH, GH=HNVEH. 


Démonstration. a) Montrons d'abord que V À est un 
sous-groupe, i.e. que xy € V H si x € V A, y E V H. Soient À = 
= (x. y), B = À NN À, À; = y;A. Il suffit de vérifier que tous les 
| BA ;: BA ;4, | << © car on a alors | A: B |<< ©. La série 

BA, > BA, >. 


est sous-normale à sections abéliennes, car on a en vertu des relations 
entre commutateurs (3) du n° 3.2 


[BA;, BA;1< (8. BF [A;,, Bi (A: A & BAiui. 


Soient x”, y" € B; supposons démontré que la section BA;_,'BA; 
est finie et de période m'-!. Montrons que la section BA;/BA;.; 
est de type fini et de période m'. La première proposition est immé- 
diate, puisque À est polycyclique (théorème 17.2.2). Ensuite, 


(4,3, A4, A] = (mod 4,;,), ce qui fait que la fonction [u, v] 
(mod À4;+,),u € A;,,uv € À, est homomorphe en ses deux arguments 
(toujours en vertu des relations entre commutateurs !). D'où 


An={4s,, Apr < (Am, A] Ain 


ER | 
Puisque 
An E(BN Ai) A4, A" BA, 


on obtient en faisant intervenir, une fois de plus. les relations entre 
commutateurs 


Am BA;u, 


ce qu'il fallait démontrer. 
b) Pour démontrer les formules relatives aux hypercentres, 
introduisons la notation À; = C;H et passons de i à i + 1. On a tout 


d'abord &;:, VH < V H;4,, car pour tout r de ti: VHonaz"e 
€ H pour un m convenable et 


x, H<HNVAH, = H;, 
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d'où 12" € H;4,, rE€ V'Hiai. Réciproquement, montrons que 
V Hi < Lis V H, ie. les sous-groupes V À, V H,,, commutent 
élément à élément modulo V H;. Soient en effet r EVH,yEV His 
ie. 2" € H, y"E H;;:, pour des m, n convenables. Puisque [#, 


Hal < H;,<VH,, on a x"y" =y"x" (mod V H;). Le groupe 
V AN H; étant sans torsion (exercice 16.2.10), on a zxy = 
= yr (mod V H;) (exercice 16.2.9), ce qu’il fallait démontrer. 

Il reste à prouver que HN V Hi = H;+,. Démontrons seule- 
ment l'inclusion non triviale H f VHiu < H;:,. SoientrzeHf 


N VH;:,, =" € H;4,. Alors x" commute avec tout élément de H 
modulo /7;, ce qui est aussi vrai pour zx (exercices 16.2.9 et 16.2.10). 
Jl en ressort que x E H;:,. Le théorème est démontré. 


17.3.2. Théorème (A.1. Maltsev). Tout groupe nilpotent 
sans torsion G admet un complété nilpotent de même degré de nilpotence. 
Deux complétés nilpotents quelconques de G sont isomorphes. Il y a plus: 
pour tout automorphisme @ de G il existe entre ces deux complétés un 
isomorphisme qui prolonge «. 

Démonstration. a) Ünicité. Soient G,, G; deux 
groupes isomorphes à G, qç un isomorphisme de G, sur G., V G; un 
complété nilpotent de G;. Prenons le produit direct P = VG, x 
X Y G2,isolons dans P un sous-groupe D = {r19 | x € G,;} et consi- 
dérons sa racine V D dans P. Vérifions que 


P = V D-V G:, y D NV/G: =1 pour i = 1, 2. (8) 


En effet, sixE€ y D NnVG.onaz"eDfNG; pour un certain m. 
D'où x = 1; la deuxième formule (8) est démontrée. Il en ressort 


que la restriction de la projection n: P WG, au groupe V D 
est un isomorphisme, d'où V D* = V D*. Ensuite, la restriction de 
x à VG, est aussi un isomorphisme, d'où V G* = V G*. Or, D* — 
= G*, donc V D* = VG". Revenant aux images réciproques par x, 


on obtient la première formule (8) pour i = 2. Par raison de sy- 
métrie elle reste vraie aussi pour i = 1. 


Les formules (8) montrent que tout élément x, de V G, est projec- 
tion d'un élément unique x de V D sur le facteur } G;. En associant 
à z, la projection de x sur V G,. on obtient un isomorphisme de VG, 
sur Ÿ G, qui prolonge q. 
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b) Existence. Si Gest un groupe de type fini, il se plonge 
dans le groupe nilpotent complet UT, (QG) pour un certain x (théorèe- 


me 17.2.5). La racine Y G du sous-groupe G dans le groupe UT, (Q) 
est un complété nilpotent de G. Etant donné un g de G et un entier 


m 


naturel m, désignons par }/ g la solution de l'équation x" = g dans 
le groupe VG. Il est évident que 

Ve=Ve eg" =" (9) 
et que, conformément à a). la table de multiplication dans Y G 


est complètement définie par celle dans G. Abandonnons maintenant 
l'hypothèse que G soit de type fini et considérons l'ensemble des 


ni 
symboles formels V g, g € G, m = 1, 2, ... Introduisons dans cet 
ensemble la relation d'égalité définie par (9) et désignons par V/G 
l’ensemble des classes d'éléments égaux qu’on obtient dans ce cas. 
m m° 


Convenons de multiplier V g, V g’ comme les éléments du complété 


nilpotent du groupe gr (g, g'). Alors V G devient un groupe qui 
contient le sous-groupe G. Si G est nilpotent de degré s, les complétés 
de ses sous-groupes de type fini sont nilpotents de degré <5s (théo- 


rème 17.3.1), aussi V G vérifie-t-il l'identité [x,, ..., zs41l = 1. 
Cela veut dire que V G est un complété nilpotent de G de même 
degré de nilpotence que G. Le théorème est démontré. 


Un groupe nilpotent qui contient des éléments périodiques ne 
se plonge pas toujours dans un groupe nilpotent complet, vu que 
la partie périodique du groupe nilpotent complet est toujours con- 
tenue dans le centre. En effet, on peut admettre par récurrence que 
tout élément périodique g de G appartient au deuxième hypercentre. 
Si g"—=1, m0, on a [g, z"] = [g.x]" = [g", xl = 1 pour 
tout x de G. Puisque G est complet, x" parcourt le groupe tout 
entier, si bien que g est un élément central. 


$ 18. Généralisations de la nilpotence 


La propriété de nilpotence admet un grand nombre de générali- 
sations, dont nous ne considérons ici que trois: la nilpotence locale, 
la condition du normalisateur et la condition d’'Engel. 


18.1. Nilpotence locale. On dit qu'un groupe est localement 
nilpotent si tous ses sous-groupes de type fini sont nilpotents. Un tel 
groupe n'est pas nécessairement nilpotent lui-même, ainsi que le 
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montre l’exemple d’un produit direct de groupes nilpotents dont 
les degrés croissent à l'infini, ou l'exemple du groupe UT, (X) 
de l'exercice 17.1.3. Plus généralement, si o est une propriété du 
groupe héritée par les sous-groupes, on dit qu'un groupe G présente 
localement \a propriété © si tous ses sous-groupes de type fini ont la 
propriété 6 (la définition pour © quelconque sera formulée dans le 
chapitre suivant). 


18.1.1. Exercice. Tout sous-groupe et tout groupe quotient 
d’un groupe localement nilpotent sont localement nilpotents eux- 
mêmes. Tout groupe localement nilpotent est localement polycycli- 
que. 


18.1.2. Théorème. 1° Le produit de deux sous-groupes nor- 
maux localement polycycliques d'un groupe quelconque est un sous- 
groupe localement polycyclique. 

29 (B. I. Plotkine). Le produit de deux sous-groupes normaux 
localement nilpotents d'un groupe quelconque est un sous-groupe loca- 
lement nilpotent. 


Démonstration. {° Soient Æ, L deux sous-groupes nor- 
maux localement polycycliques d’un groupe quelconque G. Il s’agit 
de montrer que tout sous-groupe de type fini dans XLest polycyclique. 
Choisissons un tel sous-groupe dans ÆZL et mettons ses générateurs 
sous forme de produits ab, a € K, bE L. Soient À le sous-groupe 
engendré par les premiers facteurs et /?, le sous-groupe engendré par 
les seconds. Par définition, À, B sont polycycliques. 11 suffit visi- 
blement de s'assurer que le groupe 71 = gr (A, B) qu'ils engendrent 
est polycyclique. Profitons du lemme 3.2.2 qui définit la structure 
de 77 (remarquons que dans notre cas les ensembles 7, J, C sont 
finis). Compte tenu de ce lemme et de l'exercice 4.4.3, il suffit de 
vérifier que le groupe À |A, B] est polycyclique. 

Puisque X et Z sont normaux dans G,onaÎK, LI<K/NL. 
Puisque À, gr (C) sont de type fini et sont contenus dans le groupe 
localement polycyclique Æ, le groupe gr (4, C) est polycyclique. 
Cela signifie que son sous-groupe gr (C*) est polycyclique, lui aussi. 
D'autre part, il est contenu dans L, c'est pourquoi gr (gr (C*), B) 
est un sous-groupe de type fini de Z, donc polycyclique. En vertu du 
lemme 3.2.2, il contient [4, B]. Aussi, [4, B] est-il un groupe 
polycyclique. Puisque À et 14, B] sont contenus tous deux dans X 
et sont de type fini, leur produit est un groupe polycyclique. 

2° Même schéma de démonstration. 


Il est bon maintenant, comme après le théorème de Fitting, de 
reprendre l'exercice 16.2.13. 

Toutes les propriétés des groupes nilpotents énumérées dans le 
$ 16 ne sont pas applicables aux groupes localement nilpotents: 
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par exemple, nous verrons dans l'exemple 18.2.2 que les sous-groupes 
des groupes localement nilpotents ne sont pas toujours sous-normaux. 
A quel point le théorème 16.2.2 s'applique-t-il alors aux groupes 
localement nilpotents? À ce titre, il convient de citer un 


18.1.3. Théorème (D.II. McLain). Tout sous-groupe mari- 
mal H d'un groupe localement nilpotent G est normal. 


Démonstration. Supposons au contraire que # ne soit 
pas normal dans G. Il existe alors un x € [G, Gl, x é H. Puisque A 
est maximal, on a gr (F7, rx) — G. Soit 


T — [y 21 5 es [Un 2), Yi, 2: (a G. 


Supposons que les y;, :; se laissent mettre sous la forme de mots en x 
et en h;, e + +, h, de HT, et que 


Dos sis Gore. he de 


Par hypothèse, le groupe G* est nilpotent. [Il est évident que x € 
E [G*, G*], x é H*, aussi H* est-il un sous-groupe propre de G*. 
En vertu du théorème 16.2.2, le sous-groupe //* figure parmi les 
termes d’une matriochka sous-normale de G* qui. d'après le théorème 
17.2.2, peut ètre subdivisée de façon à former une matriochka poly- 
cyclique 


LS 400 HER EME C7. (1) 


Puisque la section G*//1, est commutative. on a [G*. G*]< H, 
donc rx € FH,. Or, on a alors G* < H,, ce qui contredit les inclusions. 
strictes (1). Le théorème est démontré. 


18.1.4. E Xercice. Dans tout groupe localement nilpotent G, 
les éléments périodiques constituent un sous-groupe (appelé partie 
périodique de G). 

Indication: voir le théorème 16.2.7. 

18.1.5. Exercice. Tout groupe périodique, localement 
nilpotent se décompose en produit direct de ses sous-groupes de 
Sylow. 

[ndication. Compte tenu de l'exercice 16.1.6 et du théo- 
rème 17.1.4, montrer que pour tout nombre premier p il existe 
un seul p-sous-groupe de Sylow. 


18.2. Condition du rormalisateur. 11. Heineken et 1. J. Moha- 
med ont montré (J. Algebra, 1968, 10, p. 368-376) que la réciproque 
du théorème 16.2.2 n'est pas vraie en général, i.e. qu'il existe des 
groupes non nilpotents dont tous les sous-groupes sont sous-normaux. 
Remarquons cependant que pour tout entier naturel n il existe des 
entiers naturels r (n), s(r) tels que tout groupe dont tout sous- 
groupe à r (r) générateurs intervient dans une série sous-normale de: 
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longueur <7 soit un groupe nilpotent de degré <5s (7) (cf. J. E. Ro- 
seblade in: J. Algebra, 1965, 2, n° 4, p. 402-412). 

Moins restrictive que la condition de sous-normalité de tous les 
sous-groupes, la condition du normalisateur veut que tout sous-groupe 
propre soit distinct de son normalisateur. 


18.2.1. Théorème (B. I. Plotkine). Tout groupe G vérifiant 
la condition du normalisateur est localement nilpotent. 


Démonstration. En vertu du lemme de Zorn. tout élé- 
ment de G appartient à un sous-groupe maximal, localement nil- 
potent 77. [l suffit de montrer que 77 est normal dans G (auquel cas G 
est recouvert de sous-groupes normaux, localement nilpotents. ce qui 
signifie, en vertu du théorème 18.1.2, qu'il est localement nilpotent 
lui-même). [ntroduisons la notation # = W4(/). Si NS = NN, 
alors //5, H sont normaux dans V. En vertu du théorème 18.1.2, 
leur produit F/*H est localement nilpotent. Puisque F7 est maximal, 
on a AH = H, d'où If — H, gE N. Ainsi donc, N se confond 
avec son normalisateur. Conformément à la condition du normalisa- 
teur, on a Ÿ = G. ce qu'il fallait démontrer. 


La réciproque de ce théorème est fausse, ce que nous allons voir 
à l’aide d’un exemple dont la portée ne s’arrète d’ailleurs pas là. 


18.2.2. Exemple (M.I. Kargapolov). Définissons pour 
tout & transfini un groupe G, tel que 


pe Ge; Pour & non limite, 


U Gp pour & limite. 
P<a 


Par construction, chaque G, est un p-groupe dont tous les sous- 
groupes de type fini sont finis et |[G, | > |a@ |. En particulier, 
tous les G, sont localement nilpotents. 

Soit y le premier ordinal transfini non dénombrable. Il est clair 
que pour & << y tous les G, sont dénombrables, tandis que G. est 
non dénombrable. Montrons que G. ne vérifie pas la condition du 
normalisateur. En effet, s'il la vérifiait, il y aurait dans G, une 
suite de sous-groupes 1 indiciés par des ordinaux transfinis À < v 
tels que 

a) H5=1, Hi 2 Hs H, = U, IH, pour À limite, H, = G., 


b) toutes les sections Hu on commutatives. 
{On pourrait construire une telle suite par exemple en prenant 
comme H, le groupe défini par la première et la troisième formules 
de a). et comme ,,;,, le groupe engendré par H, et un élément 
quelconque de N (F,) extérieur à H,.) Nous allons montrer qu'en 


S 18] GENERALISATIONS DE LA NILPOTENCE 155 


réalité le groupe G. ne contient aucun sous-groupe vérifiant les 
conditions a) et b). 

Supposons au contraire qu'il existe des sous-groupes pareils H;. 
Faisant intervenir au besoin des termes convenables dans leur suite, 
on peut admettre que toutes les sections /7,:,/H, sont cycliques. 
Alors tous les À, indiciés par des entiers naturels r sont dénombra- 
bles, de même que leur réunion }/,. Numérotons les éléments de 
Ha: hi, hs, ... est évident que L, €G;, pour un fr < 7. 
La réunion de tous les G;, est un G;, tel que f < y, car G4 est 
dénombrable et G; ne l'est pas. Nous ahoutirons à une contradiction 
en montrant que Gg contient tous les ff, pour w6 < À & v. A cet 
effet, raisonnons par récurrence sur À. Pour les À limites, la proposi- 
tion est évidente: soit donc À un ordinal non limite. Supposons 
démontré que 1,1 < Gp. mais qu'il existe un k€ J1,, h 6 Ga. 
Soit un «a tel que EG,.h6&G,._. De toute évidence, B < 4 —1, 
donc A, < Go-1. Par définition d'un entrelacement 


hk = bf, bE Ga-1: JE fun (Gars Cp); 
et ceci pour f  Î{. Pourtoutr € H,_,ona 
[x?, f] Fe x rt! € Ga N fun (Go 1 Ch) —= 1, 


ie. 1): centralise f. L'élément f’ — bfb-! = 1 admet donc un 
centralisateur infini dans G,_,. D'autre part, ce centralisateur, 
opérant sur G,-, par translations à droite, doit renvoyer supp (f') 
dans lui-même. Il est donc isomorphe à un groupe de permutations 
d'un ensemble fini supp (f') et, pour cette raison, ne peut pas être 
infini. 

18.2.3. Exercice. Le groupe Gy admet un centre trivial. 


Les groupes vérifiant la condition du normalisateur sont à tel 
point proches des groupes à matriochkas centrales (infinies, en 
général) qu'on a longtemps ignoré s’il existe des groupes vérifiant 
la condition du normalisateur et dépourvus de centre. La réponse 
positive à cette question a été apportée par H. Heineken et I. J. Mo- 
hamed (voir ja référence citée au commencement de ce n°). 

Cependant, on ignore toujours ([13], question 2.80) si un groupe 
arbitraire vérifiant la condition du normalisateur admet un sous- 
groupe normal abélien non trivial. 


18.3. Condition d'Engel. La source de cette généralisation est 
la relation entre commutateurs 
[zo: VAE _. z,] — 1 (2) 


qui, comme nous le savons, définit des groupes nilpotents de degré 
<n. Le désir de réduire autant que possible le nombre des variables 
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nous conduit à la relation 
(x, y, ..., y]= 1 (3) 
Nr 


(il va sans dire que l'absence des crochets intérieurs signifie leur 
« bonne disposition »: [[{x, yl. yl, . . ., yl). Un groupe qui vérifie 
la relation (3) s'appelle groupe incomplètement engélien de degré 
<n, du nom de F. Engel qui, avec Sophus Lie, a posé les bases de la 
théorie des groupes de Lie et des algèbres de Lie, mentionnée an 
commencement du chapitre. Il est évident que la variété des groupes 
incomplètement engéliens de degré <7 contient la variété de tous 
les groupes nilpotents de degré <n. Cependant, ces variétés ne se 
confondent pas, comme le montre un 


18.3.1.E xemple (K. Weston). Soit A7 l’ensemble des entiers 
naturels qui sont « square-free », i.e. qui se décomposent en produit 
de nombres premiers distincts. À chaque m € M, associons un groupe 
cyclique du second ordre à générateur a, et désignons par À le 
produit direct de tous les (a,,). À chaque p premier sera associé un 
automorphisme +, du groupe À, défini sur les générateurs par les 
formules suivantes: 


av» Amlmip Si PIm, 


Em sinon. 


Il est évident que ç}, = 1 et @,@4 := Pat». si bien que le groupe D 
engendré par tous les p, est commutatif de période 2. Soit G l’exten- 
sion de À par D (voir n° 6.1). Par définition, si qg ne divise pas m, 
on a 


an = ans Gal: 


D'où 1G. GI - À. IG, AÏ = À, ce qui signifie que le groupe G 
n'est pas nilpotent. D'autre part, il vérifie la relation Î{x, y, y, yl — 
= 1. Eneffet,sia, a’ € ÀA,, @ E D,ona successivement [a, a’@]= 
— {[a, çl en vertu de l'identité [x, yzl — [x, z] {x, yl° et de la com- 
mutativité du groupe À; [a, @. q] = 1 en vertu de l'identité 
[z, y, 21 = [y, x] [z, xl {x. yzl et de la relation [a, @f — 1; enfin, 
[ap, a’@', a’@', a’p'] =: [awp, a’, ’, q’'1 = 1 en vertu de ce qui 
précède. Remarquons en outre le fait évident que le groupe de 
Veston est de période 4. 


Un groupe est dit engélien si pour ses deux éléments quelconques 
z, y la relation (3) a lieu pour un certain x qui dépend en général de 
ces éléments. Il est évident que la classe des groupes engéliens 
contient la classe de tous les groupes localement nilpotents. Ces 
deux classes ne se confondent pourtant pas, comme le montre un 


8 141 GEÉNÉRALISATIONS DE LA NILPOTENCE 157 


18.3.2. Exemple (E.S. Golod). Pour tout d > 2, il existe 
un groupe G non nilpotent à d générateurs dont tout sous-groupe 
à d — 1 générateurs est nilpotent. Un tel groupe se laisse construire 
à l’aide d’un exemple analogue pour les algèbres, plus exactement 
à l’aide d’une algèbre À non nilpotente (de dimension infinie) à d 
générateurs dont toute sous-algéebre à d — Î générateurs est nilpo- 
tente. Cette construction, décrite en détail dans le $ 26 de l’Appen- 
dice, met À sous la forme F’/1, où F” est la sous-algèbre des « poly- 
nômes sans terme constant » de l'algèbre associative libre F à généra- 
teurs x}, ..., x, Sur un corps commutatif À quelconque, et Z un 
idéal homogène dans F”. Soient p un nombre premier et À — GF (p). 
Prenons dans F/I l’ensemble 


1+4={{+alaeaA}. 


Il est évident que (1 + a) (1 + b) = 1 +'a + b + ab, (1 + a)7! — 
=14{—a+a — ... + (—1)" "at si a" —=0, donc 1 + À est 
un groupe. Ensuite, pour tout a € À il existe un m tel que a” = 0, 
d'où 


(1—+ a)r” :- à (r } a . À, 
1 0 

puisque tous les coefficients binomiaux, sauf le premier et le der- 
nier, se divisent par p. Donc 1 - À est un p-groupe. Soit G son 
sous-groupe engendré par les éléments 1 + x;, ..., 1 + zx; où 
z; = Z; + À. [est clair que le sous-eroupe engendré par les élé- 
ments Î{ + a, ..., 1 --a;_,, au; E A, est contenu dans 1 + A*, 
où A* cest la sous-algèbre engendrée par les éléments a;, ..., a. 
Par hypothèse, l'algèbre A%* est nilpotente: il en est donc de même 
pour le groupe 1 - A* (exercice 16.1.4). Ainsi donc, tous les sous- 
groupes de G, à d — 1 générateurs sont nilpotents, mais le groupe G 
lui-même n'est pas nilpotent. En effet, s'il n'en était pas ainsi, G 
serait fini en vertu des résultats de l'exercice 16.1.6. Or, l’anneau 
de groupe k [G] et son image homomorphe canonique F/1 = k @ AÀ 
seraient finis tous les deux, alors que l'algèbre À est infinie comme 
annoncé. 


On ignore actuellement si tout groupe est localement nilpotent 
si pour ses deux éléments quelconques zx, y la relation (3) est vérifiée 
avec un » qui ne dépend que de y. On ignore aussi si dans tout groupe 
le produit des sous-groupes normaux engéliens est encore un sous- 
groupe engélien. 


CHAPITRE 7 


GROUPES RÉSOLUBLES 


$ 19. Propriétés générales et exemples 


19.1. Définitions. Comme nous l'avons dit au commencement 
du chapitre précédent, les groupes résolubles sont ceux qui se dédui- 
sent des groupes abéliens par extensions successives. Il existe d’autres 
définitions équivalentes de la résolubilité. 


19.1.1. Théorème. Pour un groupe G quelconque, les pro- 
positions suivantes sont équivalentes : 

a) le groupe G admet une matriochka sous-normale à sections abé- 
liennes, 

b) le groupe G admet une matriochka normale à sections abéliennes, 

c) la série dérivée G>G>...2>G") >... du groupe G 
devient stationnaire sur 1 au bout d'un nombre fini de pas, i.e. cette 
série est une matriochka (finie), 

d) le groupe G vérifie une des identités 


Ôn (Zi + ep Ton) = 1, n = 0, 1,2, ..., 


où Ô9 (x) = À, Ôn +1 (Zi s: +. 09 Toni) =1[ôn (Zi ...s Ton); Ôn (Cons, .… 
CS | Ton). 
Démonstration. c) = b) —; a): c'est évident. 


a) = c). Supposons que le groupe G admet une matriochka sous- 
normale à sections abéliennes: 


1=H<H<..,. <H,=06G. 


Puisque le groupe quotient G/H,-, est abélien, on a G << H,. 
Supposons démontrée l'inclusion GS H,.1, 1<k<s. Du 
fait que la section H,_x/H,-r-1 est commutative, le commutant 
(G))" — GË+1) est contenu dans H,-:-,. D'où Gt) = 1. Nous avons 
donc montré que les trois premières propositions sont équivalentes. 

c) = d). Supposons que le s-ième commutant G(* du groupe G 
est égal à l’unité. Puisque le (s — 1)-ième commutant du groupe 
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G/G®-1 est égal à l’unité, on peut admettre par récurrence que 
Gsm (Las + + ++ Los-1) € C9, Où Os; (81, - + +, 8,:- ) est la valeur prise 
par le mot 6,_, sur les éléments g;. De ce fait et en vertu de la com- 
mutativité du groupe G(, on a 6, (g1, ..., g,s) = 1 pour tout 
€ G. 

d) = c). Réciproquement, supposons que 6, = 1 sur G. Il est 
évident que le sous-groupe /7 engendré par les valeurs du mot 6, : 
est normal et commutatif. Sur le wroupe quotient G/H on a 6, = 1, 
d'où G(-) < J] et par conséquent G) = 1. Le théorème est démon- 
tre. 


On dit que le groupe G est résoluble si une des propositions a), 
b), c), d) a lieu sur G. Les matriochkas indiquées dans les proposi- 
tions a), b) sont appelées résolubles, elles aussi. Etant donné un 
groupe résoluble G, on appelle degré de résolubilité de G le plus petit 
nombre positif #2 pour lequel G(" = f. 

De la démonstration du théorème 19.1.1 on voit que l'identité 
ôn = Î a lieu sur les groupes résolubles de degré <n, et sur ces 
groupes seulement. Par conséquent, la classe des groupes résolubles 
de degré <n est une variété. Il en découle immédiatement que la 
classe des groupes résolubles est fermée par rapport à la prise de 
sous-groupes, d'images homomorphes et de produits directs finis, 
ainsi que par rapport à la prise de produits cartésiens, à condition 
que les degrés de résolubilité des facteurs soient bornés. Un produit 
direct (cartésien) de groupes résolubles quelconques peut être un 
groupe non résoluble. 


19.1.2. Exercice. Les groupes matriciels trigonaux T, (Æ) 
sont résolubles. Leur produit direct pour nr = 1, 2. ... n’est pas 
un groupe résoluble. 

19.1.3. Exercice. L'extension d’un groupe résoluble par 
un groupe résoluble est encore résoluble. 

19.1.4. Exercice. Le produit de deux sous-groupes normaux 
résolubles d’un groupe est un sous-groupe résoluble. 

19.1.5. Exercice. Etant donné un groupe fini quelconque G, 
il existe un et un seul sous-groupe normal résoluble V tel que le 
groupe quotient G/N ne contienne aucun sous-groupe normal abélien 
non trivial. 

19.1.6. Exercice. Tout groupe résoluble fini admet une 
matriochka sous-normale à sections cycliques d'ordres premiers. 

19.1.7. Exercice. Tout sous-groupe normal minimal d'un 
groupe résoluble fini est un groupe abélien élémentaire, i.e. se 
décompose en produit direct de groupes cycliques de même ordre 
premier. 

19.1.8. Exercice. Tout groupe résoluble périodique de type 
fini est fini (cf. l'exercice 16.1.6). 
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19.1.9. Exercice. Soient p un nombre premier et 7, un 
groupe de matrices de la forme 


1 


}- NP 
’s nu 


- 


CA 


SK « 
Da « 
Ne 

EN 


1 


sur l'anneau @, des fractions p-aires à éléments diagonaux stricte- 
ment positifs. On demande de montrer que 

1° le centre Z (T,) du groupe T, est formé de matrices qui ont 
une étoile unique à l'angle supérieur de droite, donc isomorphe au 
groupe additif €, 

2° le groupe 7, est engendré par les matrices diagonales 


d, = diag (1,p,1,1), d; = diag (1, 1,p, 1) 


et les transvections {;, = e +— e;;, i << j. 

H. Abels a montré (London Math. Soc. Lecture Note Ser., 1979, 
36, p. 205-211) que 7}; admet en ces générateurs un code génétique 
fini 

[d., d;] D 1, [tj Lie] = LOUE nd; = FES 
où Ô (i, j) désigne l'unité pour à = j et zéro dans Île cas contraire. 
Ainsi donc, 7; est un exemple de groupes résolubles de présentation 
finie dont le centre n’est pas de type fini et qui admettent des suites 
strictement croissantes infinies V, < V, <<... de sous-groupes 
normaux (et mème centraux). 

Un autre exemple important, qui met en lumière non pas la 
complexité structurelle mais la complexité algorithmique des grou- 
pes résolubles de présentation finie, a été indiqué assez récemment 
par O. G. Kharlampovitch (in Zzv. AN SSSR, ser. malem., 1951, 
45, n° 4, p. 852-873): il s'agit d’un groupe résoluble de degré 3 à code 
génétique fini: 

Gags era et, si su =T) 


sur lequel le problème d'égalité n’a pas de solution. Cela veut dire 
qu'il n’existe pour G aucun algorithme qui, étant donnés deux mots 
quelconques en alphabet x,, ..., x, permette de conclure à leur 
égalité ou inégalité en tant qu'éléments de G. 


19.2. Groupes polycycliques et groupes hyperrésolubles. Un exem- 
ple évident de groupes résolubles est fourni par les groupes polycycli- 
ques. Üne sous-classe importante des groupes polycycliques est 
constituée par les groupes hyperrésolubles: ce sont les groupes qui 
admettent une matriochka normale (et non simplement sous-normale 
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comme précédemment) à sections cycliques. Un exemple déjà fami- 


lier de groupes hyperrésolubles est représenté par les groupes nilpo- 
tents de type fini. 


19.2.1. Exercice. Tout sous-groupe et tout groupe quotient 
d’un groupe hyperrésoluble sont hyperrésolubles. 


19.2.2. Théorème. Le commutant d'un groupe hyperréso- 
luble est nilpotent. 


Démonstration. Soit dans le groupe G une matriochka 
normale polycyclique 1 = G<G<...<Gn = G, et soit G° 
le commutant de G. En vertu du théorème 4.4.2, la série 


1= H<Hi << sos He = CG; où Hi=GN6", 


est une matriochka normale polycyclique dans G’. Montrons qu'en 
réalité elle est centrale dans G’, i.e. que [G”’, H;,411] < H;, pour tout 
i — 0,1, 2,..., r — 1. Il est évident que les conjugaisons de G 
par les éléments de G induisent des automorphismes dans les sections 
H;+1/H;. Puisque les automorphismes d’un groupe cyclique forment 
un groupe abélien (voir les exemples 5.1.1), le commutant G’ doit 
induire une transformation identique dans toutes les sections 


H;+1/H;. Or, cela confirme les inclusions cherchées. Le théorème est 
démontré. 


Notons encore une propriété des groupes hyperrésolubles finis. 
Soit G un groupe fini d'ordre n = pi... pr, où p, sont des 
nombres premiers, pp >... > pre Une matriochka normale 
1 = Ho<H, < ee < H} = G 


s'appelle matriochka de Sylow dans G si sa section H,,1/H,, i = 


= 0,1,..., k — 1, est un p:;.-Sous-groupe de Sylow dans le 
groupe G/H;,. (On omet quelquefois, dans cette définition, d’exiger 
que la suite p, > ... > p, soit ordonnée.) 


19.2.3. Théorème. Tout groupe hyperrésoluble fini admet 
une matriochka de Sylow. 


Démonstration. Soit p le plus grand diviseur premier 
de l’ordre du groupe hyperrésoluble G, et soit H un sous-groupe nor- 
mal d'ordre premier g dans G. Le groupe quotient G/H est hyper- 
résoluble et | G/H |<<]G]|. Par hypothèse de récurrence, nous 
pouvons admettre que le p-sous-groupe de Sylow P/H est normal 
dans le groupe quotient G/H. Pour p = q, le sous-groupe P est un 
p-sous-groupe de Sylow dans G et P 4 G. Si p  q, il existe dans 
G/H un sous-groupe normal H,/H d'ordre p. Le théorème de Sylow 
permet de voir sans peine que le p-sous-groupe de Sylow 77, de H, 
est unique ct, en vertu de la relation H, <G, normal dans G. Appli- 
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quant de nouveau le raisonnement par récurrence à G/H,, on s’assure 
que le p-sous-groupe de Sylow de G est normal. La démonstration 
est en principe achevée. 


$ 20. Groupes résolubles finis 


Remarquons tout d’abord que les groupes résolubles finis ne 
sont autres que les groupes polycycliques finis. 

Dans le premier n° de ce paragraphe nous exposons la théorie 
des sous-groupes de Hall et de Carter dans un groupe résoluble 
fini, théorie qui rappelle celle des p-sous-groupes de Sylow dans 
un groupe fini quelconque. Dans le troisième n° nous indiquons un 
critère d'hyperrésolubilité d’un groupe fini. Le deuxième n° a un 
caractère préparatoire, mais les théorèmes de Maschke et de Schur 
sur les groupes finis arbitraires revêtent une importance capitale 
intrinsèque. 


20.1. Sous-groupes de Hall et de Carter. En vertu du théorème 
de Sylow 11.1.1, il existe toujours dans un groupe fini quelconque 
d'ordre nr = p%1 ... pes (p, nombres premiers distincts) un sous- 
groupe d'ordre Pit, et deux sous-groupes quelconques de ce type 
sont conjugués entre eux. Ph. Iall a généralisé le théorème de 
Sylow pour les groupes résolubles finis en démontrant que pour 
tout groupe résoluble fini G d’ordre # et tout nombre À tel que 
k |n, (x, —) — 1 il existe dans G des sous-groupes conjugués d'’or- 
dre 4. De tels diviseurs de n sont appelés diviseurs de Hall, et tout sous- 
groupe dont l’ordre est égal à un diviseur de Hall de l’ordre du 
groupe donné s’appelle sous-groupe de Hall. Remarquons sans dé- 
monstration le résultat suivant: si pour tout diviseur de Hall de 
l’ordre d’un groupe fini G il existe dans G un sous-groupe de Hall, 
alors G est un groupe résoluble. Ce résultat est dû à Ph. Hall (J. Lon- 
don Math. Soc., 1937, 12, p. 198-200) et à S. A. Tchounikhine (Zzv. 
NIIMAM Tomskogo oun-ta, 1938, 2, p. 220-223). 

20.1.1. Théorème (Ph. Hall). Soient G un groupe résoluble 
fini d'ordre n, et k un diviseur de Hall de n. Alors 

1° il existe dans G au moins un sous-groupe d'ordre k, 

2° deux sous-groupes quelconques d'ordre k sont conjugués dans G, 


8° tout sous-groupe d'ordre k' | k est contenu dans un sous-groupe 
d'ordre k. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur »#. Sup- 
posons que toutes les propositions énumérées ont lieu pour un groupe 
résoluble fini quelconque d'ordre inférieur à #7. Désignons par À un 
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sous-groupe normal minimal dans G. Conformément à l'exercice 
19.1.7, le sous-groupe À se décompose en produit direct de sous- 
groupes cycliques d'ordre premier p, | À | = p”. 

Si p |k, il existe dans le groupe quotient G/AÀ, par hypothèse 
de récurrence, un sous-groupe B/A d'ordre k/p". L'ordre de B est 
alors égal à k. En outre, n'importe quels sous-groupes B;, B, d'ordre 
k contiennent visiblement À. Par récurrence, les sous-groupes 
B,/A et B./A sont conjugués dans G/A. Il en découle que les sous- 
groupes B:, B, sont conjugués dans G. 

Supposons maintenant que p ne divise pas À. Désignons par D 
le plus grand sous-groupe normal de G dont l'ordre est premier avec k, 
et par H/D un sous-groupe normal minimal dans G/D. L'ordre de 
H/D est de la forme g', où qg |k. 

Si le normalisateur V (Q) d'un g-sous-groupe de Sylow Q de H 
se confond avec G,on a Q@<6G; les propositions 1°, 2° sont démontrées 
de la même façon que précédemment, dans l'hypothèse que p | k. 

Soit N (0) G. De l'égalité G = N (Q)H = N (Q) D (voir 
le lemme de Frattini 17.1.8) il ressort que l’ordre de  (Q) est divi- 
sible par #. Il existe donc, par hypothèse de récurrence, des sous- 
groupes d'ordre À dans N (Q) et, par conséquent, dans le groupe G. 

Prenons deux sous-groupes B,, B, d'ordre k. Les intersections 
B, N H,B, f\ sont des g-sous-groupes de Sylow dans Æ ; puisqu'ils 
sont conjugués, on peut admettre que B, AH = B, NA H = Q. 
Il est évident que Q est un sous-groupe normal dans le sous-groupe 
(B,, B:). Les sous-groupes B,/Q, B./Q sont par récurrence conju- 
gués dans (B;, B;,)/Q, d'où la conjugaison des sous-groupes B,. B. 

Les propositions 1”, 2° sont donc démontrées. Passons à la pro- 
position 3°. 

Soit B” un sous-groupe d'ordre À”. Si p | À, l'ordre du sous-groupe 
AB" divise évidemment k. Par hypothèse de récurrence, le sous- 
groupe AB'/A est contenu dans un sous-groupe d'ordre k/p". Alors 
AB’ est contenu dans un sous-groupe d'ordre k. 

Supposons maintenant que p ne divise pas À. Par hypothèse de 
récurrence, le sous-groupe AB'/A est contenu dans un sous-groupe 
C/A d'ordre k. Par le même raisonnement, C = G. En vertu de la 


proposition 1° démontrée ci-dessus, il existe dans G un sous-groupe B 
d'ordre k. Il est évident que le produit AB se confond avec G, d’où 
AB'B = G. Des formules 


AB" |-1B In / ’ 
G= en, 1GI- pk, 1ABI= pK, BI 


il ressort que l’ordre de D = AB” f\ B est égal à k’. En vertu de la 


proposition 2° démontrée ci-dessus, les sous-groupes B’ et D sont 
conjugués dans AB": B” = DE. Il en découle que B’ est contenu 
dans le sous-groupe B€ d'ordre k. Le théorème est démontré. 


11 
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20.1.2. Exercice. L'indice d’un sous-groupe maximal quel- 
conque d’un groupe résoluble fini est une puissance d’un nombre 
premier. Pour tout diviseur premier p de l’ordre du groupe G, il 
ee un sous-groupe maximal dans G dont l'indice est une puissan- 
ce de p. 

20.1.3. Exercice. Soit À un sous-groupe de Hall dans un 
groupe résoluble fini G, et soit À un sous-groupe contenant son 
normalisateur V, (A). Alors Ne (H) = H. 


Ph. Hall a introduit la notion de base de Sylow et généralisé 
son théorème en ces termes, ce qui a provoqué une série d’autres 
généralisations. 

L'ensemble Gp: Gps .«.. des p,-sous-groupes de Sylow d'un 


groupe G s'appelle base (complète) de Sylow si 
19 G = gr (Gp, Gp,s + + +) 
2° Gp,Gry = Gp,Gp, Pour tous i, j. 
Parfois, la condition 2° de cette définition est remplacée par 


2"° L'ensemble des diviseurs premiers des ordres des éléments du 
sous-gTOupe gr (Gpi,s +++ Gp,) Se confond avec {Pi,s .. Pi,} 
L 


pour tous les i,, ..., i,. 
Ces définitions s'avèrent équivalentes en général. 


On dit que deux bases de Sylow {G,,}, {G,,} sont conjuguées 
s'il existe un élément g tel que G;, = G% pour tout i. 


La généralisation effectuée par Hall (Proc. London Math. Soc., 
1937, 43, p. 316-323) consiste en ce qui suit. Tout groupe résoluble 
fini G admet des bases de Sylow qui sont conjuguées deux à deux 
dans G. Toute base de Sylow d'un sous-groupe de G se laisse prolonger 
en une base de Sylow dans G. 

La notion de base de Sylow reste valable pour des groupes périodi- 
ques quelconques, aussi est-il naturel d'essayer d'étendre le théorème 
sur l’existence des bases de Sylow aux groupes résolubles périodiques. 
Bien que de pareilles extensions aient été obtenues pour certaines 
classes de groupes infinis, tout groupe résoluble périodique n’admet 
pas nécessairement des bases de Sylow (M. I. Kargapolov in: DAN 
SSSR, 1959, 127, n° 6, p. 1164-1166; Alguebra i loguika, 1963, 
2, n° 5, p. 19-28). 

On dit que le sous-groupe À d’un groupe G est un sous-groupe de 
Carter si H est nilpotent et se confond avec son normalisateur dans G. 

20.1.4. Théorème (Carter). Tout groupe résoluble fini G 
admet au moins un sous-groupe de Carter; tous les sous-groupes de 
Carter de G sont confugués deux à deux. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur l’ordre 
de G. 
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Soient À un sous-groupe normal minimal dans G et | À | = p". 
Par hypothèse de récurrence, le groupe quotient G/A admet un sous- 
groupe de Carter, par exemple X’/A. Soit Q un p'-sous-groupe de Hall 
du groupe X”, i.e. p ne divise pas | Q |et | À’ | = | Q | p'. Montrons 
que À = Nx: (Q) est un sous-groupe de Carter dans G. 

En effet, on a d'après le lemme de Frattini généralisé 17.1.9, 
K' = Nx: (Q)-QA = KA. Le sous-groupe Æ se décompose en 
produit direct des sous-groupes nilpotents Q et ÆÀ f\ P, où P est un 
p-sous-groupe de Sylow de Æ”. Donc, le sous-groupe X est nilpotent. 
Soit ensuite KE = X. Puisque 4A< G et que X° = KA, on a K'8 — 
— K' et donc gE X’. Le normalisateur d’un sous-groupe de Hall 
se confond avec son propre normalisateur (voir l'exercice 20.1.3), 
aussi g appartient-il à Æ, ce qu'il fallait démontrer. 

Soient maintenant X,, K, deux sous-groupes de Carter dans le 
groupe G. Il s’agit de montrer qu'ils sont conjugués dans G. 

Montrons d’abord que X,4/A, i = 1, 2, est un sous-groupe de 
Carter du groupe G/A. La nilpotence du sous-groupe K,4/A est 
évidente. Si (K,A4} = K;4, gé K;A, on aurait | K;A|<]|G| 
et il existerait donc, par hypothèse de récurrence appliquée aux 
sous-groupes de Carter dans X,4, un élément a € K,A tel que K£ = 
— A ou K#*°° = K,. Or, le sous-groupe X, se confond avec son 
normalisateur, si bien que ga! € K3, ce qui contredit l’hypothèse 
selon laquelle g & Æ:;4. 

On voit sans peine qu'un p'’-sous-groupe de Hall @, de K, est un 
p'-sous-groupe de Hall dans Æ,4. En outre, le normalisateur W (Q,) 
de @; dans X,A est nilpotent et contient X,. Par conséquent, X, 
se confond avec N (Q;). Par hypothèse de récurrence, les sous-groupes 
de Carter K,4/A, K,A/A sont conjugués entre eux. On peut donc 
admettre que K14 = K,4. Nous avons remarqué que le sous-groupe 
K, se confond avec le normalisateur V (Q;) dans K,4. Or, les p’- 
sous-groupes de Hall @,, Q, de X;,, X2:, étant des p'-sous-groupes de 
Hall dans Æ,4, sont conjugués entre eux. Il en est donc de même 
pour leurs normalisateurs, soit pour Æ, et K.. Le théorème est 
démontré. 


20.2. Sur la réductibilité complète des représentations. Nous 
ferons une petite digression en théorie des représentations matriciel- 
les. Le but poursuivi dans ce n° consiste à exposer le théorème 
classique de Maschke sur la réductibilité complète des représenta- 
tions des groupes finis. Nous aurons besoin de ces représentations dans 
le n° suivant. D'autres renseignements sur la réductibilité complète 
seront également donnés en passant. 

Soient V un espace vectoriel sur un corps commutatif K, et G 
un groupe de transformations linéaires de V. S'il existe dans Ÿ un 
sous-espace propre permis par rapport à G, on dit que G est un groupe 
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réductible. Sinon, on dit que G est irréductible ou qu'il opère irréduc- 
tiblement sur V. Le groupe G est dit complètement réductible si pour 
tout sous-espace permis ÜU < V il existe un supplémentaire permis, 
i.e. un sous-espace permis W tel que Ÿ = U6 W. 

Tout homomorphisme œ d’un groupe abstrait G dans le groupe 
des transformations linéaires d’un espace vectoriel à 2 dimensions 
sur un corps commutatif ÆX s’appelle représentation linéaire de G. 


Si le groupe des transformations linéaires G° est irréductible (resp. 
réductible, complètement réductible), on dit que @ est une repré- 
sentation irréductible (resp. réductible, complètement réductible). 
Un homomorphisme # de G dans le groupe de matrices GL, (Â) 
s'appelle représentation matricielle. Les représentations œ@ et Ÿ sont 
intimement liées entre elles. C’est ainsi qu'à la représentation 
linéaire æ, dans une base donnée = de V, correspond la représenta- 


LI e e * 9 e e e # - 
tion matricielle œs, où g = est la matrice de la transformation linéaire 
g® dans la base Ÿ. En prenant une autre base 2”, on obtient une 
nouvelle représentation matricielle @.. qui est équivalente à œ., 


ie. liée à q, par la relation g°?" = tg°2t"1, où t est la matrice de 
transition de È à 2°, gE€G. 


20.2.1.E xemple. Soient Gun groupe fini et À son sous- 
groupe normal décomposable en produit direct de » groupes cycliques 
d'ordre p. Introduisons sur À les opérations d’addition et de multi- 
plication par les éléments du corps GF (p) de p éléments d’après 
les formules a + b — ab, aa = a%, où l’exposant x € GF (p) est 
naturellement identifié à un nombre entier. On voit sans peine que À 
muni des opérations indiquées devient un espace vectoriel sur GF (p). 


Ensuite, la transformation g: xr-+ 26, g€G,zxE€ À, est une trans- 
formation linéaire de l’espace À, et la transformation, un homo- 
morphisme de G dans le groupe des transformations linéaires de À. 
On obtient ainsi une représentation linéaire de G, dans laquelle 


on a de toute évidence G æ G/C, (A). 


20.2.2. Théorème (Maschke). Soit q une représentation 
linéaire du groupe fini G par des transformations linéaires de l'espace 
vectoriel V sur Le corps commutatif K. Si la caractéristique de K ne 
divise pas l'ordre de G, la représentation q est complètement réductible. 


Démonstration. Etant donnée une representation , 
supposons que G opère sur V. Soit U un sous-espace de Ÿ’ permis par 
G. Désignons par W un supplémentaire quelconque de L’, i.e. V — 
— U ® W. Désignons ensuite par ñw- la projection de V sur le sous- 
espace W et posons 


_ 1 
u=— > vg'inwg, vEV, 
geG 
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où m est l’ordre du groupe G; l'application t est une transformation 
linéaire de l’espace V. En se donnant un h € G, l’élément gh parcourt, 
en même temps que £g, tous les éléments du groupe G. Il en découle 
les égalités 


1 ER 
Gt)h=— D vh-hg inugh = (0h) t 
& 


selon lesquelles le sous-espace linéaire W, = Vt est permis par 
rapport à G 

Il reste à démontrer la décomposition V = L@ W,. Prenons 
un élément quelconque & € F et mettons-le sous la forme d'une 
somme vu = (v — vt) + vit, vtE W,. Le premier terme v — vt de 
la somme est égal à 


| à 1 : 
nie > U£ we = — > (og — ve ini) £. 
R £ 


Puisque vg”! — vg-lny. € U et que Ü est permis, v — vt appartient 
à U, d'où l'égalité V = L’ + W,. Supposons enfin que v € U NW, 
Puisque v € U, le sous-espace U est permis par rapport à G et que, 
pour tout élément u € l’. la projection un est égale à 0, on a 


ut = (. (1) 


utre part, l'élément v appartient à W, ; il existe donc un élément 


D'a 
* € V tel que 


U 
v'L = v. (2) 


Or, on a alors vt = v’t*. Nous avons indiqué plus haut que &” — 
— v'tE U et que par; conséquent v’t — v't® = 0. D'où l'égalité 
vt = v't qui, jointe aux égalités (1), (2), entraîne v = 0. Le théorème 
est démontré. 


20.2.3. Exemple. Soient G, À les mêmes que dans l'exem- 
ple 20.2.1. II est évident qu'un sous-groupe B < À est normal 
dans G si et seulement si le sous-espace vectoriel 2 de l'espace À 


est permis par rapport au groupe des transformations linéaires 6. 
Supposons que p ne divise pas l’ordre du groupe G/C; (4) et que B 
soit un sous-groupe normal de G contenu dans À. Puisque p ne divise 


pas l’ordre du groupe de transformations G, le groupe G est complète- 
ment réductible en vertu du théorème de Maschke et, par conséquent, 
le sous-espace B admet un supplémentaire permis C. L'ensemble C 
est un sous-groupe normal du groupe G et 4 = B X C. 


20.2.4. Exercice (généralisation du théorème de Maschke). 
Soit G un groupe fini de transformations linéaires de l’espace vecto- 
riel V sur un corps commutatif de caractéristique p >> 0, et soit P 
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un p-sous-groupe de Sylow de G. Si le sous-espace G-permis U admet 
un supplémentaire P-permis, il admet aussi un supplémentaire 
G-permis. 

Solution. Soit V=U@W, où W est un sous-espace 
P-permis. Désignons par n%- la projection de V sur le sous-espace 
W et posons 


1 
de » vginwg, VE, 
ges 


où m—= |G:P|et S est un ensemble d’éléments dont chacun pro- 
vient d’une classe à droite de G suivant P. Il est clair que la projec- 
tion rw commute avec chaque élément du sous-groupe P. La trans- 
formation linéaire ?{ ne dépend donc pas du choix de S. Pour démon- 
trer que le sous-espace W, = Vi est G-permis et que la décomposition 
Y = U@ W,est valable, il suffit de reprendre à la lettre le raison- 
nement correspondant développé dans la démonstration du théorè- 
me de Maschke. 

20.2.5. Exercice. Soit 4 = BxC un sous-groupe normal 
abélien de G tel que (| À |, | G: À |) = 1. Si B est normal dans G, 
il existe dans G un sous-groupe normal D tel que À = B x D. 


Le théorème de Maschke s’avere très utile pour la démonstration 
de l’importante proposition qui suit. 


20.2.6. Théorème (Schur). Soit G un groupe fini d'ordre n; 
supposons qu'il contient un sous-groupe normal À d'ordre k tel que 
(k, 1) = 1,1 = n/lk. Le sous-groupe À admet alors au moins un supplé- 
mentaire, i.e. un sous-groupe BP, tel que G = A4-B, AN B=1. 


Démonstration. a) Supposons d'abord que À soit un 
groupe abélien de période p, où p est un nombre premier. En vertu 
du théorème de Frobenius 6.2.8, on peut admettre que G est un 
sous-groupe de l’entrelacement W = 4.B, B — G/A, ct que 


W—=G:4, GfNA—=A, où À = Fun (B, 4) 


(voir l’exercice 6.2.9). Puisque p ne divise pas | G: À | et que 
A < W, il existe dans W, en vertu du théorème de Maschke 20.2.2, 
un sous-groupe normal C tel que À = À X C. Des relations W/C = 
= A/C-BCIC, AfNBC=C et de l'isomorphisme canonique 
pm: W/C —>G il découle que G = 4D, où D est l’image de BC/C 
par ©. | 

b) Démontrons maintenant le théorème en levant les restric- 
tions. On fera la démonstration en raisonnant par récurrence sur 
l'ordre du groupe. Supposons que le théorème soit faux pour le 
groupe G choisi, tout en restant vrai pour tout groupe d'ordre plus 
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petit. Remarquons que l'existence d’un supplémentaire de À est 
équivalente à l'existence dans G d’un sous-groupe d'ordre !, car 
(%, 1) = 1. 

Soient P un p-sous-groupe de Sylow dans À et V (P) son norma- 
lisateur dans G. Puisque G = A-N (P), il existe dans N (P) un 
sous-groupe normal À f} V (P) dont l’ordre est premier avec l'indice 
I=|]N(P):ANN (P)].Si donc | NV (P) | << n, par hypothèse de 
récurrence il existe dans le sous-groupe W (P) et, partant, dans le 
groupe G un sous-groupe d'ordre !, ce qui est contradictoire avec 
le choix de G. Il s'ensuit que tout p-sous-groupe de Sylow de À est 
normal dans G, c’est pourquoi lecommutant 4° << 4. Soit 4' £1. 
Le groupe G/A°’ vérifie alors les conditions du théorème et | G: À’ | < 
< n. Il existe donc dans G/4° un sous-groupe C/4° d'ordre L. L'hypo- 
thèse de récurrence appliquée au groupe € conduit à l'existence 
dans C d’un sous-groupe d'ordre !, ce qui contredit le choix de G, 
d’où la commutativité de À. Si ensuite p | k, AP 1, on retrouve 
la même contradiction en prenant AP — 4’. Le groupe À est donc 
abélien de période p. Compte tenu de a), le théorème est démontré. 


Un complément essentiel du théorème de Schur est la proposition 
selon laquelle tous les sous-groupes d'ordre Z sont conjugués deux 
à deux dans G. H. Zassenhaus a démontré cette proposition en stipu- 
lant la résolubilité du sous-groupe À, et S. A. Tchounikhine, celle 
du groupe quotient G/A. Or, en vertu du théorème de Feit-Thompson 
sur la résolubilité des groupes finis d'ordre impair (cf. le commen- 
cement du $ 13), l’un au moins des groupes À, G/A est résoluble, 
ce qui fait que les supplémentaires dans le théorème de Schur sont 
toujours conjugués. 

Avant de terminer ce n°, faisons quelques remarques générales 
concernant la réductibilité complète et l’irreéductibilite. 


20.2.7. Lemme. Un groupe G de transformations linéaires 
d'un espace vectoriel V sur un corps commutatif K est complètement 
réductible si et seulement si V se décompose en somme directe de sous- 
espaces irréductibles permis. 


Démonstration. Supposons que G soit complètement 
réductible. Désignons par U, un sous-espace irréductible permis et 
supposons que soient construits des Me ur irréductibles permis 
Vi, ..., U, tels que U =(U;,..., U,) = U, © ... @ U,. Soit 
U -Æ V. Il existe alors un supplémentaire permis W, V — U © WW, 
dans lequel on trouve un sous-espace irréductible permis U 1. 
De toute évidence la somme Ü + U,., est directe, et un raisonne- 
ment par récurrence achève la démonstration. 

Soit réciproquement V = VU, ® ...® U,, l,G< U;, où U; 
est un sous-espace irréductible. Prenons un sous-espace permis 
quelconque VU, désignons par Z une partie maximale de l’ensemble 
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d'indices {1, 2, ..., r} telle que UNDU,;, —0 et montrons 


iéT 

que V = U @ Ÿ Ui. En effet, s’il n'en est pas ainsi, il existe un j 
iEl 

tel que U, A(U © © UV) — 0. Or, on a alors 


4€ 1 


un(wu,;@ 20;)=0, 


ce qui est contradictoire avec le choix de J. 


20.2.8. Exercice. Un groupe de transformations linéaires 
d'un espace F est complètement réductible si et seulement si tout 
sous-espace irréductible permis admet un supplémentaire permis. 


20.2.9. Lemme. Toute représentation irréductible d'un groupe 
abélien G sur un corps commutatif algébriquement clos est de dimen- 
sion 1. 


Démonstration. Supposons que le groupe G opère irré- 
ductiblement dans un espace V sur un corps commutatif algébrique- 
ment clos À. Sig EG, À est le nombre caractéristique de la trans- 
formation linéaire g et vg = Àv, 0 v € V, il ressort de (vf) g = 
— (0g) f = À (vf), f E G, que l’ensemble U des vecteurs propres de g 
correspondant à À est un sous-espace permis. Le groupe G étant 
irréductible, on a V = Ü. Ainsi donc, tout vecteur non nul dans V 
est un vecteur propre pour tout g € G. D'où, en se rappelant que G 
est irréductible, on déduit que V est de dimension f. 


20.3. Critère d’hyperrésolubilité. Nous établirons ici un 


20.31. Théorème (Huppert). Un groupe fini est hyper- 
résoluble si et seulement si tous ses sous-groupes maximaux ont les 
indices premiers. 


Démonstration. La condition est nécessaire. 
‘Supposons que G soit un groupe fini hyperrésoluble et, par récurrence 
Sur | G |, montrons que ses sous-groupes maximaux ont les indices 
premiers. 

Puisque G est hyperrésoluble, il admet un sous-groupe normal W 
d'ordre p, où p est un nombre premier. Si maintenant M est un sous- 
groupe maximal dans G, on a M AN N = 1 ou N << M. Dans le 
premier cas, l’indice de M dans G est visiblement p. Dans le deuxiè- 
me cas, le sous-groupe M/N est maximal dans G/N et, par hypothèse 
de récurrence, est d'indice premier. Il en découle que M est d'indice 
premier dans G. 

La condition est suffisante. Supposons que les sous- 
groupes maximaux de G aient les indices premiers, et supposons 
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démontré que tous les groupes de ce type d'ordres inférieurs à | G | 
sont hyperrésolubles. Démontrons d'abord la résolubilité de G. 
Désignons par p le plus grand diviseur premier de l'ordre |G | 
et par M’ un sous-groupe maximal quelconque contenant un p-sous- 
groupe de Sylow de G. Alors | G: M |< pet, conformément à l'exer- 
cice 11.3.6, l'intersection M” — AN M'£ est non triviale et certaine- 


EG 

ment normale dans G. Il existe donc dans G un sous-groupe normal 
minimal M distinct de G. Prenons un g-sous-groupe de Sylow Q 
dans Af, où g est le plus grand diviseur premier de l'ordre | f |, 
et supposons que son normalisateur V (Q) soit distinct de G. Puisque 
N (Q) M = G (lemme de Frattini 17.1.8), on a a fortiori HM = 6G, 
où H est un sous-groupe maximal quelconque de G, H > V (Q), 
d'où IG: H|]=]|]M:MN HA |. L'indice premier | M: M N H} — 
= q" divise le nombre | M: V,, (Q) | qui est premier avec g, d'où 
g' << q. Toujours en accord avec l'exercice 11.3.6, on est en droit 
d'affirmer qu'il existe dans Af un sous-groupe normal propre VM, 
qui contient tous les g-éléments de À. La mème propriété reste 
vraie pour tout sous-groupe conjugué de M,. Aussi, l'intersection 

N 4 est-elle non triviale, distincte de A1 et normale dans G, 

EG 
ce qui est contradictoire avec le choix de 47. De cette contradiction 
il découle que N (Q) = G, i.e. 0 LG et donc Q — M. Il existe donc 
dans G un sous-groupe normal résoluble À/ tel que le groupe quotient 
de G par M est hyperrésoluble par hypothèse de récurrence. Îl s'en- 
suit que G est résoluble. 


Nous savons que tout sous-groupe normal minimal M d’un 
groupe résoluble G est abélien et se décompose en produit direct de 
groupes cycliques d'ordre q premier (exercice 19.1.7). 11 reste à mon- 
trer que | M | — q. ou au moins qu'il existe dans G un sous-groupe 
normal cyclique. Deux possibilités sont à distinguer ici: 


1° Le plus grand diviseur premier p de l’ordre du groupe G est 
strictement supérieur à g. Il existe alors dans G/M un sous-groupe 
normal ÀA/M d'ordre p (théorème 19.2.3). Si N (P) = G, où P < À 
est un sous-groupe d'ordre p, il existe dans G un sous-groupe normal 
cyclique, d’où il découle que G est hyperrésoluble. Si au contraire 
N (P)# G, le sous-groupe maximal H > N (P) ne contient pas M 
(sinon, il y aurait G = N (P) A = HPM < H), d'où G = HM et 
l'intersection H f\ À! est normale dans G. Comme M est minimal, 
l'intersection en question est triviale et, puisque l'indice | G: H | 
est premier, l'ordre de M est égal à q, ce qu'il fallait démontrer. 

2° Le plus grand diviseur premier de l’ordre de G est égal à g. 
Comme le groupe G/M est hyperrésoluble et en vertu du théorè- 
me 19.2.6, le g-sous-groupe de Sylow G, est alors normal dans G. 
Puisque le centre Z de G, est normal dans GetqueZ NM 
(cf. le théorème 16.2.3), on a M < Z. 
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Si M = Go il existe dans le groupe quotient G/M un sous-groupe 
normal À/M d'ordre p premier et distinct de q. L'hyperrésolubilité 


de G se démontre alors de la même façon que dans l'éventualité 1°. 

Soit maintenant M = G,. Désignons par B/M un sous-groupe 
normal d'ordre q dans G/M. T1 est évident que B est un sous-groupè 
abélien. Tous les éléments de B sont d'ordre g, sinon Bf serait le 
sous-groupe cherché d'ordre g, normal dans G. 

Supposons d’abord que B n'est pas contenu dans le centre Z. 
Il va sans dire que les éléments de B appartiennent au deuxième 
hypercentre du groupe G,. Puisque le groupe G/B est hyperrésoluble, 
il existe une matriochka 


1 < B = Bo Bus: CB, = 06; 


telle que B;: <21G, | B;41: Bi | = q. Il existe un k tel que B< 
< Z (B;) mais que B& Z'(Br+1). Soit B = (M, b), B,41 = 

— (B,, by+1). L'ensemble de tous les éléments de la forme [b, x], 
z r € B2+1, est alors un sous-groupe d'ordre g, normal dans G. En effet, 
pour des éléments quelconques z = c;bk,,, y — cbk'41, C1, © € Ba, 
g£EG, on a 


(b, zl[b, y] —(b, bk41l (b, bEril = [b, bus! 
[b, b,+,]° . [b£, bé+1] = [ab”, Cobh+1] — [b, ba+]"tr, 


où a, c; sont des éléments de M et de B, respectivement. 

On peut donc admettre que B est contenu dans le centre du 
groupe G,. Par ailleurs, B peut être assimilé à un espace vectoriel 
sur le corps GF (9), et le groupe F des automorphismes de B induits 
par les automorphismes intérieurs du groupe G, à un groupe de 
transformations linéaires de cet espace (cf. l'exemple 20.2.1). Puisque 
B < 2, l'ordre du groupe F isomorphe à G/C; (B) est premier avec q 
En vertu du théorème de Maschke 20.2.2, il en découle que le sous- 
espace . permis par rapport à F admet dans B un supplémentaire 
permis À de dimension 1. Traduit dans le langage des groupes, ce 
résultat signifie que À est un sous-groupe normal cyclique du groupe G. 

Dans chacune des éventualités envisagées, le groupe G admet 
donc un sous-groupe normal d'ordre premier. Comme nous l'avons 
dit plus haut, cela achève la démonstration du théorème. 


20.3.2. Exercice. Un groupe fini est hyperrésoluble si et 
seulement si son groupe quotient par le sous-groupe de Frattini est 
hyperrésoluble. 


$ 21. Groupes de matrices résolubles 


Au commencement de ce chapitre, nous avons mentionné les 
groupes matriciels trigonaux à titre d’exemple de groupes résolubles 
(exercice 19.1.2). Un autre exemple de groupe matriciel résoluble 
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est donné, au fond, par n'importe quel groupe résoluble fini, car, 
en vertu du théorème de Cayley 12.1.1, un tel groupe est représen- 
table par des permutations, donc aussi par des matrices. Réunissant 
ces exemples, nous pouvons considérer la classe des extensions des 
groupes matriciels trigonaux par des groupes résolubles finis: 
conformément à l'exercice 17.2.7, toutes ces extensions sont repré- 
sentables par des matrices. Il se trouve que cette classe contient 
tout groupe de matrices résoluble sur un corps algébriquement clos, 
car le groupe en question est presque trigonal à conjugaison près 
dans le groupe linéaire général. Ce résultat, résumé dans le théorème 
de Koltchine-Maltsev, sera établi dans le premier n° du présent 
paragraphe. Dans le deuxième n° nous examinerons les sous-groupes 
résolubles de GL, (Z) pour montrer qu'ils sont tous polycycliques. 
Enfin, dans le troisième n° nous montrerons que l’holomorphe d’un 
groupe polycyclique quelconque admet une image isomorphe dans 
GL, (Z) pour un certain n. 


21.1. La presque trigonalisabilité. On dit d'un groupe de matri- 
ces H < GL, (K) qu'il est trigonalisable si: pour un g € GL, (K) 
le groupe HF est trigonal. Avant de montrer que les groupes matri- 
ciels résolubles sont presque trigonalisables, considérons les proprié- 
tés générales des groupes matriciels irréductibles et complètement 
réductibles (les définitions et les propriétés élémentaires sont données 
dans le n° 20.2). Ce faisant, nous assimilerons le plus souvent le 
groupe de matrices G à un groupe de transformations linéaires d’un 
espace dont les matrices se confondent, dans une base donnée, avec 
les éléments de G. 


21.1.1. Lemme (Clifford). Tout sous-groupe normal H dun 
groupe complètement réductible G de transformations linéaires d'un 
espace vectoriel V est lui-même complètement réductible. 


Démonstration. Soit U, un sous-espace irréductible 
permis par rapport à H. Il existe alors un ensemble minimal d'élé- 
ments g1, ..., £, du groupe G tel que la clôture G-permise U.; 
de U, soit engendrée par les sous-espaces VU, = Uigi, i — 1, ...,s. 
On voit sans peine que les VU, sont H-permis et que VU, = U, ® ... 
... ® U,. Pour VU, # V il existe un supplémentaire permis B 
dans lequel on trouve un sous-espace U” irréductible permis par 
rapport à AH. Par analogie à U,, construisons U, = U,41 ® ... 
... ® Ur < BP. Il est évident que VU, VU, = VU, ® ... ® UL. 
En poursuivant ce raisonnement, on montre que V se décompose en 
somme directe de sous-espaces irréductibles permis par rapport 
à H. Compte tenu du lemme 20.2.7, cela achève la démonstration. 
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21.1.2. Lemme. Le centre d'un groupe de matrices irréductible 
sur un corps commutatif algébriquement clos est constitué de matrices 
scalaires. 


Démonstration. Supposons que G opère irréductiblement 
dans un espace vectoriel V sur un corps commutatif algébriquement 
clos. En vertu du lemme de Clifford, son centre Z est complètement 
réductible ; l'espace V admet donc une base v,, . .., v, constituée 
de vecteurs propres des éléments de Z (voir le lemme 20.2.9). Soient 
cEZ, vic = Av, et par exemple À,  À.. Désignons par U le sous- 
espace engendré par les v; tels que À; = À,. Le sous-espace LU est 
permis (propre). En effet, quel que soit g € G, le vecteur v,g se 
laisse mettre sous la forme v,g = av, + ... + a,v,. Des égalités 


UV, (ge) = an + + ŒnÂnvn, 
V1 (cg) = À (œaûn +... + Ann) 


et de l'égalité ge = cg on obtient a; = 0 pour À; = A1, d'où wg € U. 
Il va sans dire que la relation v;g € U est valable pour tout v, € U. 
Nous venons de montrer donc que Ü est permis, ce qui est contra- 
dictoire avec l’irréductibilité du groupe G. De cette contradiction 
il ressort que À, = À;, j = 1,2, ...,n. 


Avec le lemme suivant, nous pourrons opérer par récurrence sur 
l'ordre des matrices. 


21.1.3 Lemme. Soit G un groupe irréductible de matrices 
d'ordre n sur un corps commulatif algébriquement clos. Supposons 
qu'il existe dans G un sous-groupe normal abélien non central IT. IT 
existe alors dans G un sous-groupe normal réductible d'indice fini 
< (n!)!. 


Démonstration. En vertu du lemme de Clifford 21.1.1, 
le sous-groupe /J1 est complètement réductible. On peut donc ad- 
mettre, conformément aux lemmes 20.2.7 et 20.2.9, que Æ est dia- 
gonal. Puisque FH n'est pas inclus dans le centre de G, il existe une 
matrice non scalaire b € H. Pour tout g € G, l'élément b£ appartient 
à H et admet les mêmes nombres caractéristiques que b. On a donc 
| b6 | Lr!. L'application G — S (b6) définie par 


est un homomorphisme. Son noyau À est évidemment contenu 
dans C& (b) et |G: A | L(n!l)!l. Le centre À contient la matrice 
non scalaire b, aussi le groupe À est-il réductible en vertu du lem- 
me 21.1.2. 
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21.1.4. Lemme. Si G admet un sous-groupe normal abélien A 
d'indice n, il existe dans G un sous-groupe abélien Aut-permis d'indice 


fini non supérieur à un nombre qui ne dépend que de n. 


Démonstration. De toute évidence, il existe des sous- 
groupes Aut-conjugués de À, À — À, 4:, ..., À,, Sn, itels 
que S — gr (4,, ..., À,) se confond avec le sous-groupe engendré 
par tous les sous-groupes Aut-conjugués de À. Le sous-groupe S 
est Aut-permis. Son centre Z contient f] À;, aussi l'indice |G:2Z | 
est-il non supérieur à 7". Le sous-groupe Z est précisément celui 
dont il s’agit dans le lemme. 


Maintenant nous avons réuni presque tous les éléments nécessai- 
res pour la démonstration du théorème de Koltchine-Maltsev. En plus 
de ceux-ci, nous aurons besoin de l'exercice 27.3.2 de l’Appendice, 
qui nécessite l'emploi direct d’un théorème local de la logique. 
Nous proposons au lecteur d'admettre provisoirement le résultat 
de l’exercice sans preuve, les théorèmes locaux faisant l’objet d'un 
n° spécial dans le $ 22. Le lecteur peut aussi essayer de résoudre 
directement l'exercice en question. 


21.1.5. Théorème (Koltchine-Maltsev). Tout groupe réso- 
luble G de matrices d'ordre n sur un corps commutatif algébriquement 
clos admet un sous-groupe trigonalisable d'indice fini non supérieur 
à un nombre, qui ne dépend que de n. 


Démonstration. a) Supposons d’abord que G soit irréduc- 
tible et nilpotent. En vertu du lemme 20.2.9, il suffit de montrer 
que G admet un sous-groupe normal abélien d'indice fini non supé- 
rieur à un nombre ?t (7) qui ne dépend que de 7. Nous le ferons par 
récurrence sur 71. 

Si G est non abélien, il existe dans G un sous-groupe normal abé- 
lien non central (par exemple, n'importe quel sous-groupe normal 
abélien maximal, cf. le théorème 16.2.6). En vertu du lemme 21.1.3, 
le groupe G admet alors un sous-groupe normal réductible Æ d'indice 
fini <(n!)!. D'après le lemme de Clifford 21.1.1, le groupe # 
est complètement réductible, donc décomposable en produit sous- 
direct de groupes nilpotents irréductibles F; dont les degrés sont 
inférieurs à nr. Par hypothèse de récurrence, il existe dans chaque /7,; 
un sous-groupe normal abélien d'indice fini non supérieur à t (n7 — 
— 1). Or, il existe alors dans Æ un sous-groupe normal abélien À 
d'indice << t(r — 1)". Puisque |G: A | << (n!)! tn — 1)", l'in- 
tersection B des sous-groupes conjugués de À prend dans G un indice 
non supérieur à un nombre que l’on peut retenir comme Tt (n). 

b) Supposons que le groupe G soit irréductible et résoluble, sans 
demander qu'il soit nilpotent comme précédemment. Montrons par 
récurrence sur z que G& admet comme précédemment un sous-groupe 
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normal abélien d'indice fini non supérieur à un nombre p (n) qui 
ne dépend que de 7. 

Si G admet au moins un sous-groupe normal abélien non central, 
la démonstration de a) peut être reprise à la lettre. Supposons donc 
que tous les sous-groupes normaux abéliens de G soient centraux. 
Désignons par À le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes 
normaux nilpotents de G. En vertu de a) et de l'exercice 27.3.2 de 
l’Appendice, il existe dans À un sous-groupe normal abélien d'indice 
fini to (2). Suivant le lemme 21.1.4, il existe dans À un sous- 
groupe abélien Aut-permis B d'indice fini < 7% (7), où T, est une 
fonction. Remarquons que À est nilpotent et que B est contenu dans 
le centre de G. Estimons l'indice |[G: À |. 

SoitiÂ<B=B;,<B;, <... < B, = R une matriochka cen- 
trale de sous-groupes Aut-permis de À. Soit Z le centralisateur de 
cette matriochka dans G, i.e. Z = f) Z;:, où Z;+,/B, est le centrali- 
sateur de la section B;,:,/B, dans G/B;. Il est clair que R< Z. 
Si R<Zet A/R est un sous-groupe abélien Aut-permis non trivial 
dans Z/R, alors À est un sous-groupe normal nilpotent de G qui 
contient strictement R, ce qui est impossible. On a donc Z = À. 
Puisque B<<Z(G) et |JR:B|<wi(nr), on a |G:R|<T,(n), 
où 7, est une fonction. On peut donc prendre p (nr) = t, (#) t; (n), 
si bien que PB est le sous-groupe cherché. 

c) Plaçons-nous enfin dans le cas général. Soit V un espace muni 


d'une base e;, . .., e,; supposons que G opère sur V. Prenons une 
matriochka non subdivisible 


de sous-espaces G-permis. Le groupe G opère irréductiblement sur 
chaque section V;/V,:,. En vertu de b), il existe dans G des sous- 
groupes normaux G; tels que |G:G; | <p (nr) et que le groupe 
Gi/A, est abélien (on désigne par À; le noyau de la représentation 
de G induite dans V;,/V;.,). Posons G, — N Gr. En vertu du lem- 


me 20.2.9, il est possible de subdiviser la matriochka (1) de façon 
àa obtenir une matriochka G,-permise 


RC 7 CR ee — 
à sections de dimension {. Les matrices des transformations linéaires 
appartenant à G, sont trigonales dans la base f,, ..., f\, fj € 
€ V: IN Vi. Par conséquent, le sous-groupe G, se laisse trigonaliser 
par conjugaison à l'aide de la matrice de transition de {f;} à {e:}. 
Il est évident que l'indice de G, est non supérieur à un nombre qui 
ne dépend que de »7. Le théorème est démontré. 


21.1.6. Exercice. Le degré de résolubilité d'un groupe 
résoluble quelconque de matrices d'ordre x de dépasse pas un nombre 
qui ne dépend que de #7. En déduire qu’un groupe de matrices dont 
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tous les sous-groupes de type fini sont résolubles est lui-même 
résoluble. 

21.1.7. Exercice. Tout groupe résoluble de matrices d'ordre 
n admet un sous-groupe normal dont le commutant est nilpotent et 
l'indice non supérieur à un nombre qui ne dépend que de n. Ce 
résultat s'avère souvent utile quand il s’agit de montrer que tel 
ou tel groupe abstrait ne peut être représenté par des matrices (voir 
par exemple D. M. Smirnov in: Matem. sb., 1965, 67, n° 3, p. 366- 
383). 


21.2. Polycyclicité des groupes résolubles de GL, (Z). Soit 4 la 
clôture algébrique du corps Q des nombres rationnels. Les éléments 
de Q@ s'appellent nombres algébriques. On dit qu’un élément de Q 
est un entier algébrique s'il est racine d’un polynôme à coefficients 
entiers dont le coefficient dominant est 1. 

Soit À un corps de nombres algébriques de degré fini sur Q. 
En vertu du $ 28 de l’Appendice, l’ensemble k de tous les entiers 
algébriques de Æ est un anneau dont les groupes additif et multipli- 
catif sont de type fini. Ces résultats de la théorie des nombres vont 
être utilisés pour démontrer un 


21.2.1. Théorème (A. I. Maltsev). Tout groupe résoluble 
de matrices entières est polycyclique. 


Démonstration. Soit G un groupe résoluble de matrices 
entières d'ordre nr. En vertu du théorème de Koltchine-Maltsev 21.1.5, 
il existe une matrice g = (g,:;) et un sous-groupe À < G d'indice 
fini tels que B — AS est contenu dans le groupe des matrices trigo- 
nales T, (X) sur l'extension algébrique 


K = Q (&irs Bios © + +» Enn) 


du corps Q. Il est clair que tout élément g;; peut être assimilé à un 
entier dans À. Il s'ensuit que tout élément d'une matrice de PB se 
laisse mettre sous la forme d'une fraction dont le numérateur est 
un entier algébrique et le dénominateur est égal au déterminant de 
la matrice g. Soient k l’anneau de tous les entiers algébriques de X, 
et k* le groupe multiplicatif de k. Les éléments diagonaux des matri- 
ces de B vérifient les équations caractéristiques des matrices de À, 
dont les coefficients dominants sont égaux à 1: les éléments diago- 
naux en question appartiennent donc à k*. Considérons l’homo- 
morphisme B —k* X ... X K* (n fois) qui à toute matrice LE B 
fait correspondre sa diagonale. Soit C le noyau de cet homomorphis- 
me. En vertu du théorème 28.1.12 de l’Appendice, le groupe quotient 
B/C est de type fini. Le noyau C réunit toutes les matrices unitrigo- 
nales de B. Désignons par C, le sous-groupe de toutes les matrices 
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de C qui présentent i diagonales nulles au-dessus de la principale. 
Il est clair que la matriochka 


C=G2zCi>z...>Cri =! 


est une matriochka normale dans C. On voit sans peine que chaque 
section C;/C;+, est isomorphe à un sous-groupe de la somme directe 
de n — i — 1 copies du groupe additif de l'anneau k, le groupe indi- 
qué étant de type fini en vertu du théorème 28.1.6 de l’Appendice. 
11 s'ensuit que C est de type fini; par conséquent. il en est de même 
pour B. Puisque B = A8 et que l'indice | G: À | est fini, le groupe G 
tout entier est de type fini. Il est clair que cela achève la démonstra- 
tion du théorème. 


Le théorème que nous venons de démontrer conduit à une pro- 
position moins restrictive : 


21.2.2. Théorème. Tout groupe résoluble d'automornhismes 
d'un groupe abélien de type fini est polycyclique. 


Démonstration. Soient À un groupe abélien de type 
fini et O un groupe résoluble d'automorphismes de A. Désignons par 
® la partie périodique de À et considérons l’homomorphisme +: 
H — Aut (4/H) qui à tout @ € ® fait correspondre l’automorphisme 
@ du groupe quotient A/H induit par , i.e. (Ha)° — Has. En 
vertu du théorème précédent, le groupe quotient D/W, où Y = ker 7, 
est de type fini. Montrons que Ÿ est fini. En effet, si a, ..., a 
est un système de générateurs de À, pour tout f € Y on a aŸ = h;a;, 
h; € H. Puisque la partie périodique À est finie, il n'existe qu'un 
nombre fini de possibilités pour les images des générateurs a; par 
les applications de Ÿ. Il s'ensuit que Ÿ est fini et que, par conse- 
quent, ® est de type fini. On voit maintenant que ® est un groupe 
polycyclique, ce qu'il fallait démontrer. 


21.3. Les holomorphes des groupes polycycliques se plongent dans 
GL, (Z). Soit G un groupe. On voit sans peine qu'on obtient l’ac- 
tion de son holomorphe Hol G sur l'anneau de groupe entier Z{[G] 
en posant 


(D og; VE À a;gŸg, a, 67, pEAutG, g;, g€G. (2) 


21.3.1. Lemme. Soient G< GL,(Z), V un sous-groupe 
normal unitrigonal de G, et G/N le groupe quotient de type fini. Si ® 
est un sous-groupe de Aut G qui envoie N dans lui-même et opère identi- 
quement dans G/N, il existe un entier naturel m et un homomorphisme 
injectif DG — GL,,(Z) unitrigonal sur N. 


Démonstration. Prolongeons l'injection canonique dé- 
finie par G< GL, (Z) en homomorphisme d’anneaux p: Z[G] + 
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—M,(Z); soit À son noyau. Soit Z l'idéal de l'anneau 7 [G] 
engendré par toutes les différences 1 — x, x € N. Puisque le groupe 
N est unitrigonal, on a 


(4 —7,)...({—z;)} = 0 pour r; € .V, 


d'où /"<c K et, par conséquent, (7 + K})" & X. En vertu du 
théorème 26.1.4 de l’Appendice, le groupe additif Z[G]/(1 -— K)" 
est de type fini. Soit 7/(1 + K)" sa partie périodique. Puisque le 
groupe additif Z [G)/X est sans torsion, on a T € K. Par défini- 
tion, pour tous ED, gEGon a g9 = gr, rE N, donc g9 — g. — 
— g(r—1)EZ. On voit que le groupe additif 7 + A est ®G- 
permis. L'action de ®G sur ZIG] induit donc, en vertu de (2). celle 
de ®G sur le groupe additif de type fini Z[G]/T. Elle est fidèle, 
car T € K. I] reste à vérifier que V opère sur Z[G|/T de façon 
unitrigonale. Par hypothèse de récurrence, il suffit de trouver dans 
Z[GI/T un élément N-invariant non nul. Puisque 7" & T, il existe 
un s > 0 tel que 7° Œ T,1*#1 CT (nous admettons que /° — © [G|). 
Tout élément de 7° T modulo T est non nul et V-invariant. Le 
lemme est démontré. 


21.3.2. Théorème (lou. I. Merzliakov). L’holomorphe 
Hol G d'un groupe polycyclique quelconque G admet une image iso- 
morphe dans GL, (Z) pour un certain n. 


Démonstration. a) Le groupe G admet une matriochka 
Aut-permise G > M > N > 1, où | G: M | << ©, M est un groupe 
sans torsion, M/N un groupe abélien sans torsion, .V un sous-groupe 
normal nilpotent maximal dans Af. En effet, prenons dans G une 
matriochka normale G=G >G >...>>G,+, = 1 dont chaque 
section est soit apériodique, soit périodique de période première. 
Le groupe G opère dans ces sections par conjugaisons, ce qui définit 
des représentations matricielles ®,: G — Aut (G;/G;:,) par rapport 
à des bases données dans les sections G;/G;4,. Si i est tel que G;/G;:: 


. ®; û » « 
est sans torsion, le groupe G ‘ contient, en vertu du théorème de 
Koltchine-Maltsev 21.1.5, un sous-groupe S, d'indice fini, trigonali- 
sable dans GL,, (C). où »; est la dimension de la section G;/G;+;; 


soit alors 7; l’image réciproque du groupe Si! dans G. Si par contre 
G;/G:+, est périodique de période première, posons T; = Ker q:4. 
L'intersection T = f\ T'; est d'indice fini dans G et opère de façon 
trigonale dans toutes les sections. Compte tenu de l'exercice 17.2.3, 
on peut admettre que T' est sans torsion. Puisque le commutant T” 
opère de façon unitrigonale, on a [G;, T’,..., T'|]< G;+,. On a 
donc [G, T’. ..., T'] = 1, à condition que le nombre de commuta- 
tions soit suffisamment grand. En particulier, le groupe 7” est nil- 
potent. Nous savons que tout sous-groupe d'indice fini dans un 
groupe de type fini contient un sous-groupe verbal d'indice fini 


12° 
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(exercice 15.2.3). Soit V un sous-groupe verbal dans Gtelque V<T, 
|G: F]<< ©, et soit N un sous-groupe normal nilpotent maximal 
dans V. Puisque V' << TN V << N, le groupe V/N est abélien. 
Soit m la période de sa partie périodique. Posons Af = V"NW. Il est 
clair que A, N sont les groupes que l’on cherche. 

b) Soit © le groupe de tous les automorphismes de Af qui opèrent 
identiquement sur M/N. Montrons qu'il existe une représentation 
isomorphe de OM par matrices sur Z, qui est unitrigonale sur W. 
Tout d'abord, démontrons-le pour M en raisonnant par récurrence 
sur le degré r du groupe abélien libre M/N. Si r = O0, la proposition 
résulte du théorème 17.2.5. Soient 


M={(a)My WNnM=1, NEM AM 


et le degré de M,/N égal à r — 1. Par hypothèse de récurrence, on 
peut admettre que f, possède la représentation demandée. En vertu 
du lemme 21.3.1, on conclut alors que admet, lui aussi, une telle 
représentation. Appliquant ce lemme une fois de plus, on voit que 
OM admet cette représentation à son tour. 

c) L'holomorphe Hol M est représentable de façon isomorphe 
par des matrices sur Z. En effet, compte tenu de b) et de l'exerci- 
ce 17.2.7, il suffit de s'assurer que | Aut M : ® | << co. C'est ce que 
nous allons vérifier tout de suite. Tout d'abord, la commutativité 
de W/N et les relations entre commutateurs citées dans le n° 3.2 
font qu'on a dans Hoi M 


[UIN, al < ((M/N)", al < (M7, al N/N (3) 


pour tous & € Aut M, m = 1, 2, … Soit B € Aut M. Puisque le 
sous-groupe (B) M de l’holomorphe Hol M est polycyclique, il con- 
tient un sous-groupe normal T d'indice fini m dont le commutant 7” 
est nilpotent (voir a)). Puisque V est un sous-groupe normal nilpo- 
tent maximal dans W, on a 


LM, BE TNMEN. 


Compte tenu de ce résultat, il ressort de (3) que [W/W, BIT" = 1. 
Puisque W/N est sans torsion, on a [M/N, B"] = 1, i.e. BP" € OD. 
Ainsi donc, le groupe (Aut M)/0 est périodique. Si r est le rang de 
MIN, on obtient un homomorphisme injectif évident (Aut M)/D —+ 
—+ GL, (Z). Puisque GL,(Z) est presque sans torsion (voir les 
exercices 4.2.7 et 5.1.5), le groupe (Aut M)/D est fini. 

d) L’holomorphe Hol G est représentable à isomorphisme près 
par des matrices sur Z. On sait en effet qu'il existe pour tout groupe 
X une injection 


IHol À —+ Aut (X2Z:). (4) 
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Pour obtenir cette injection, posons que Hol X opère sur X227, 
de façon à avoir 


zx 0O\9 Le O0 z\9% O gtx 
(6 y) 7 \o | È 0) PS 0 ) 6) 


pour tous p € Aut X, x, y, gE À. Toutes les propriétés requises 
sont faciles à vérifier. Si X est un groupe polycyclique, il en est vi- 
siblement de même pour X2Z,; au lieu de Hol G, il suffit donc de 
représenter par matrices le groupe Aut G. Soit ensuite l le groupe de 
tous les automorphismes de G qui opèrent identiquement dans une 
section (finie) G/WM. Puisque | Aut G: F | << oo, il suffit de repré- 
senter l. Soit S un ensemble fini qui engendre G modulo 17. Consi- 
dérons l’application F — Hol A X ... >< Hol W définie par 


v— [var s1. (6) 
ses 


On voit immédiatement que c'est un homomorphisme injectif. Puis- 
que Hol M se laisse représenter à isomorphisme près par des matrices 
sur Z (voir c)), il en est de même pour l'. Le théorème est démontré. 


21.3.3. Exercice. Si M est un sous-groupe Aut-permis 
d'indice fini dans un groupe G et si Ilol M est représentable à iso- 
morphisme près par des matrices, Hol G est à son tour représent 1ble 
par des matrices à isomorphisme près. 

21.3.4. Exercice. L’holomorphe de tout groupe polycycli- 
que est presque sans torsion et, pour tout p premier, admet presque 
une approximation par des p-groupes finis. 


Le rôle du théorème 21.3.2 consiste à ouvrir la voie vers la théorie 
des groupes polycycliques aux méthodes de la géométrie algébrique, 
de la théorie des nombres et de l’analyse p-adique, en fonction du 
choix de l'anneau principal des coefficients sous-jacent à 7. Par 
exemple, Wehrfritz a remarqué que ce théorème permet de montrer 
qu'un groupe d’automorphismes d'un groupe polycyclique quelcon- 
que G est de présentation finie (L. Auslander, Ann. Math., 1969, 
89, n° 2, p. 314-322). En effet, si Hol G < GL,(Z) et G est fermé 
en topologie polynomiale, son normalisateur et son centralisateur 
dans GL,(Z) sont fermés eux aussi, donc sont de présentation finie 
(A. Borel, Proc. Internat. Congress of Methns, Stockholm, 1962, 
p- 10-22). Aussi le groupe Aut G æ N, (G)/C, (G) est-il de présenta- 
tion finie. Si G n'est pas fermé, le raisonnement devient un peu 
plus compliqué. Les détails et d’autres commentaires intéressants 
concernant le théorème 21.3.2 peuvent être trouvés dans le rapport 
de Webhrfritz au symposium de Londres du 22 juin 1973 [37]. 

A propos de la construction que nous avons indiquée en passant 
en fin de la démonstration du théorème 21.3.2, notons une 
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21.3.5. Question [36]. Soit C un groupe non trivial donné 
(par exemple C — Z.). On sait (Alguebra i loguika, 1970, 9, n° 5, 
p. 939-558) que pour deux groupes quelconques À, B toutes les 
extensions scindées de B par À se plongent d’une façon unique dans 
le produit direct À X Aut (B2C). Comment y sont-elles disposées ? 


$ 22. Généralisations de la résolubilité 

22.1. Classes de Kouroch-Tchernikov. Nous disons que le groupe 
est résoluble s’il admet une matriochka sous-normale finie à sections 
abéliennes, ou une matriochka normale finie à sections abéliennes, 
ou encore si sa série dérivée devient stationnaire sur l'unité: toutes 
ces conditions sont équivalentes. I] serait intéressant d'étudier les 
matriochkas sous-normales infinies des différents types, de dégager 
les propriétés des classes obtenues et d'établir les liens entre elles 
(on s attend naturellement à ce que les conditions énumérées cessent 
d'être équivalentes dans le cas général). Une telle théorie des 
« groupes résolubles généralisés » existe; ses fondements ont été 
exposés dans le travail de A. G. Kouroch et S. N. Tchernikov [21]. 
Les classes de groupes résolubles généralisés, considérées dans le 
cadre de cette théorie seront appelées classes de Kouroch-Tchernikov, 
bien que certaines d’entre elles aient été étudiées encore avant le 
travail [21]. Nous conservons aussi les définitions et les désignations 
des classes de Kouroch-Tchernikov. 

La notion fondamentale de la théorie des classes de Kouroch- 
Tchernikov est celle de la matriochka sous-normale, qui n’est pas 
nécessairement finie. 

Un système «# de sous-groupes du groupe G s'appelle matriochka 
sous-normale si G: 

1” il contient 1 et G: 


2° il est totalement ordonné par inclusion, i.e. pour tous À, B* 
de :# on a soit À < B, soit B < À; 

3° il est fermé par rapport à la réunion et l'intersection ; en parti- 
culier. avec tout À ÆG il contient l'intersection A* de tous les 
H € -W tels que H > À, et avec tout B 1, la réunion BP de tous 
les HE .H tels que H< B; 

4° il vérifie la condition A< A* pour tout AE #, À ÆG. 

Les groupes quotients 4* À s'appellent sections de la matriochka 
sous-normale :#. On dit que -# est totalement ordonnée par croissance 
si A* ZA pour tout À #G, et totalement ordonnée par décroissance 
si BV  B pour tout B 1. Une matriochka sous-normale est dite 
normale si tous ses termes sont normaux dans le groupe. Si une 
matriochka sous-normale en contient une autre, on dit que la pre- 


mière est plus fine que la seconde, ou qu'elle est une subdivision de la 
seconde. En généralisant la définition donnée dans le n° 16.1, on 
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dit que la matriochka normale :# est centrale si toutes ses sections 
sont centrales, i.e. si 


AŸ/A < Z (G!A) pour tout À € -W, À 26, 
ou, ce qui revient au méme, si 


[4*, GI À pour tout À € :#, À ZG. 


Enfin, la matriochka sous-normale est appelée résoluble si ses sections 
sont toutes abéliennes. 

On distingue les classes de Kouroch-Tchernikov suivantes (nous 
conservons les symboles traditionnels bien qu'ils ne soient pas très 
bien choisis à notre avis): 

RN : le groupe admet une matriochka sous-normale résoluble 
(qui n'est pas nécessairement finie, ce qui sera toujours sous-entendu 
sans ètre dit explicitement); 

RV#: le groupe admet une matriochka sous-normale résoluble, 
totalement ordonnée par croissance ; 


RIN : toute matriochka sous-normale du groupe admet une ma- 
triochka sous-normale résoluble plus fine; 

RIT: le groupe admet une matriochka normale résoluble ; 

RI®: le groupe admet une matriochka normale résoluble, totale- 
ment ordonnée par croissance ; 


RI: toute matriochka normale du groupe admet une matriochka 
normale résoluble plus fine; 

Z: le groupe admet une matriochka centrale ; 

ZA : le groupe admet une matriochka centrale, totalement 
ordonnée par croissance ; 

ZD : le groupe admet une matriochka centrale, totalement 
ordonnée par décroissance ; 


Z': toute matriochka normale du groupe admet une matriochka 
centrale plus fine; 


NV : tout sous-groupe du groupe peut être inclus dans une matrioch- 
ka sous-normale ; 

N : tout sous-groupe du groupe peut être inclus dans une ma- 
triochka sous-normale, totalement ordonnée par croissance. 

Les matriochkas qui possèdent les propriétés indiquées s’appelle- 
ront respectivement: RN-matriochka, RN%*-matriochka, etc. 


22.1.1. Exercice. La condition N est équivalente à 
la condition du normalisateur du n° 18.2. 
221.2. Exercice. Pour les groupes finis, les conditions RN, 


RN*, RN, RI, RI*, RI sont équivalentes à la résolubilité, et les 
conditions Z, ZA. ZD. Z, N, N, à la nilpotence. 
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221.3. Exercice. Un groupe admet la propriété AJ (resp. Z) 
si et seulement si toutes ses images homomorphes admettent la pro- 
priété RAI (resp. Z). 

22.1.4. Exercice. Les propriétés RN*, RI*, ZA, RN, 
RI, Z, N, N restent valables pour les images homomorphes. 


Plusieurs propriétés des groupes résolubles et nilpotents s'éten- 
dent sans peine (sans modifier la démonstration) aux généralisations 
de ces groupes: 


22.1.5. Exercice. Le stabilisateur d’une matriochka nor- 
male quelconque admet une matriochka centrale. (Cf. le lemme 16.3.1.) 

22.1.6. Exercice. Le commutant d'un groupe quelconque 
admettant une matriochka normale à sections cycliques admet une 
matriochka centrale. (Cf. le théorème 19.2.2.) 

22.4.7. Exercice. Tout sous-groupe normal abélien ma- 
ximal À d'un ZA-groupe G se confond avec son centralisateur. En 
particulier, À est un sous-groupe abélien maximal et G/AÀ admet une 
image isomorphe dans Aut À. (Cf. le théorème 16.2.6.) 


Les classes de Kouroch-Tchernikov sont vastes: par exemple, la 
classe Z contient, en vertu du théorème de Magnus 14.4.4, tous les 
groupes libres. Un fait moins évident : tout groupe libre dénombrable 
admet une image isomorphe dans un groupe appartenant à la clas- 


se Z. Nous le montrerons à l’aide d’un exemple. 


22.2. Exemples. Un exemple important des groupes résolubles 
généralisés est fourni par les groupes ordonnables. 


22.24. Exemple. Tout groupe ordonnable G possède la 
propriété RN (rappelons qu'un groupe est dit ordonnable s'il peut 
être muni de la relation d'ordre total < stable pour la multiplica- 
tion; pour plus de détails, voir le n° 27.2 de l'Appendice). Soit en 
effet G un groupe muni de la relation d'ordre total <. Sa partie V 
est dite convexe si, avec ses deux éléments quelconques a. b, elle 
contient aussi tous les éléments intermédiaires, i.e. si 


at V, bEV, a<rz<b=zrEe/v. 
J1 se trouve que le système 04 de tous les sous-groupes convexes d'un 
groupe ordonné G est une matriochka sous-normale résoluble. En 
effet, la condition 1° figurant dans la définition d'une matriochka 


sous-normale est évidente. Vérifions la condition 2°. Soient À, B 
deux sous-groupes convexes, et soit un élément bE B, b£ À, par 
exemple b > 1. Il est clair que a < b pour tout a € A. Puisque 
1<a<bou1<a-!'<b, on a ÀA LB, comme demandé. La 


condition 3° est immédiate. Vérifions la condition 4° selon laquelle 
A 4 B, où À, B sont deux sous-groupes convexes tels que 4 << À; 
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il n'y a aucun autre sous-groupe convexe entre À et B. Pour tout 
bEB,ona A°< B?; ilest clair d’ailleurs que 4°, B° sont encore 
des sous-groupes convexes et qu'il n'existe aucun autre sous-groupe 
convexe entre eux. Puisque B? = B, on a A? — À, ce qu'il fallait 


démontrer. Enfin, chaque section A*/A de la matriochka c# est un 
groupe ordonné sans aucun sous-groupe propre convexe. En vertu 
du théorème classique de Hülder sur les groupes ordonnés (sa dé- 
monstration, citée dans [18], n’occupe pas une page, étant entièrement 


basée sur les définitions), la section 4% /4 admet une image isomor- 
phe dans Île groupe additif du corps R; en particulier, cette section 
est un groupe abélien, d'où il découle que ©# est une matriochka 
sous-normale résoluble. 


Examinons maintenant les exemples de groupes nilpotents géné- 
ralisés. Il est intéressant de considérer à ce titre les différents groupes 
de congruence, que ce soient les groupes classiques F, (m) sur l'an- 
neau > ou les groupes analogues sur d’autres anneaux. Commençons 
par un 


22.2.2. Exemple (lou. I. Merzliakov in: A/guebra i loguika, 
1963, 2, n° 5, p. 29-36). Soit k un ensemble contenant le zéro et tous 
les nombres rationnels qui gardent après simplifications un dénomi- 
nateur impair. Il est évident que k est un anneau. Soit 


ge (Tr 28 _ 
| 27k sise Rae 


i.e. G, est un ensemble de matrices dont les éléments parcourent, 
indépendamment les uns des autres, les ensembles correspondants 
de nombres rationnels. On voit sans peine que chaque G, est un 
groupe. Nous savons que le groupe G, contient un sous-groupe libre de 
rang 2 (voir le théorème 14.2.1), donc aussi des sous-groupes libres 
de tout rang fini ou dénombrable. Montrons que G, admet également 
la propriété Z, i.e. que le groupe quotient de G, par tout sous-groupe 
normal À admet une matriochka centrale (voir l'exercice 22.1.3). 

Tout d’abord, si H est inclus dans le centre de G,, le système de 
groupes quotients 


G/H>GHH>...>N (GH'H)>1 
n=1 


est visiblement une matriochka centrale du groupe quotient G,/H. 
Supposons maintenant que le sous-groupe normal H n'est pas conte- 
nu dans le centre de G; et montrons qu'on a alors 


H > TN G, pour un certain n, (1} 


où T est l’ensemble des matrices de déterminant Ï dans G,. Cela 
aura achevé la démonstration, car G;,/H sera alors une image homo- 
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morphe du groupe G;’T f\ G, qui, en vertu du théorème de Remak 
4.3.9, se plonge dans le produit direct du groupe abélien G;/T et du 
groupe nilpotent G,/G,. Quant à la proposition (1), elle sera démon- 
trée cn utilisant de nouveau la méthode philosophique fructueuse 
d'extraction de la chaîne (voir page 104): 

a) Le sous-groupe Æ contient une matrice À telle que hï,  h52. 
En effet, soit c une matrice non scalaire quelconque de /. On vérifie 
immédiatement qu'il est possible de choisir comme À n'importe la- 
quelle des matrices ce, c“, c?, ce, cèe, c°c?, où a = t,: (2), b — 
= Lo (2). 

b) Si À contient k, il contient alors également les transvections 
tyo (À), tn (À), où À = 2u ((ki,/h?) — 1), p un nombre rationnel 
quelconque de numérateur et dénominateur impairs. En effet, on vé- 
rifie immédiatement que £,, (À) = [a, k“h|", où a = t,, (2), u — 
= diag (—h:,, hk,,), v = diag (1, u). Quant à la matrice f.4(4), 
elle s'obtient par la transposition de cette relation ; remarquons que 
À peut être laissée sans transposition, vu que À ne dépend que de ses 
éléments diagonaux. Etablissons une formule fort utile pour ces 
Calculs : 


Ti £ Zi2 
= pour d = diag (x, B). 
F “1 T22 


c) Il existe un m > 1 tel que F contient toutes les transvections 
Lis (274), toy (27%), x E k: cela ressort immédiatement de a) et b). 
d) Le sous-groupe H contient une matrice arbitraire 


Pr 22mp a 
ZT = 22m | a, B, y, ÔEk, detz—1. 


En effet, il est facile de voir que 
2 = tie (2"E) dos (26) 12 (2) Lai (2), (2) 


2B—1 24 — 6 


Tes  ? Tao 


L'extraction des maillons est terminée. 


En passant, nous avons apporté une réponse positive au problème 
de congruence pour SL, (k). En effet, soit Æ un sous-groupe normal 
d'indice fini #7 dans SL, (4). Puisque les n-ièemes puissances des 
transvections de SL, (4) sont contenues dans À, la condition c) est 
vérifiée. Comme c) = d), À est un sous-groupe de congruence. 

Remarquons que le 2 n’a joué aucun rôle essentiel dans le raison- 
nement. On établit d'une façon analogue, par exemple, le résultat 
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suivant. Soit x l'ensemble obtenu en éliminant une partie finie 
(nous la noterons 1°) dans l’ensemble de tous les nombres premiers. 
Soit Q: l'anneau des fractions +-aires, i.e. des nombres rationnels 
dont les dénominateurs sont divisibles par des seuls nombres premiers 
appartenant à x. Chaque sous-groupe A d'indice fini nr dans SL, ((:) 
est un sous-groupe de congruence. En effet, soient # un sous-groupe 
normal et q le produit de tous les nombres de r’. Choisissons un 
majorant m >> 1 des exposants avec lesquels les diviseurs apparte- 
nant à x’ interviennent dans n. Puisque Æ contient toutes les trans- 
vections ti (gx), # € F2, notre proposition résulte de la décom- 
position suivante analogue à (2) pour pu = n° = q": 


( +uu'a up 
T= 


Lu ’y ii . = Lio (UE) dos (W'6) ts (u) és (un). (27 


où 
_p'B—1 uv — Ô 
det r=1, no : À 
De l'exemple 22.2.2 on voit que les propriétés /?1 et Z ne s’éten- 


dent pas aux sous-groupes, car les groupes libres non cycliques n'ont 
pas ces propriétés (voir l'exercice 22.1.4). 

Poursuivant le travail exposé, G.A. Noskov a montré (Sib. 
matem. j., 1973, 14. n° 3, p. 680-683) que le groupe G, admet aussi 
la propriété R:V, si bien que cette dernière ne s'étend pas aux sous- 
groupes, elle non plus. 

Pour les groupes topologiques, les conditions de finitude et de 
résolubilité généralisée ont été étudiées par V.M. Glouchkov, 
V.S. Tcharine et d’autres. 


22.3. Théorèm> local. Un système 17;. i € T, de parties d'un 
ensemble  s’appelle recouvrement local de NT si tout élément de 17 
est contenu dans un 47; et deux ensembles quelconques W;, MW, 
sont contenus dans un troisième ensemble 17,. Comme exemples de 
recouvrements locaux, citons l’ensemble des parties finies d’un 
ensemble donné et l'ensemble des sous-groupes de type fini d’un 
groupe donné. On dit que le groupe G admet localement une propriété © 
s’il existe un recouvrement local de G constitué de sous-groupes qui 
admettent 6. Îl est clair que pour une propriété © applicable aux 
sous-groupes, le groupe G admet localement © si et seulement si 
chaque sous-groupe de type fini dans G admet ©. Les exemples des 
propriètes locales sont fournis par la nilpotence locale et la finitude 
locale que nous avons examinées dans le chapitre précédent. 

On dit qu’une propriété des groupes (et de la classe correspondante 
des groupes) vérifie le fhéorème local si chaque groupe admettant 
localement la propriété en question admet cette dernière lui-même. 
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Par exemple, le théorème local a lieu dans la classe des groupes abé- 
liens et n’a pas lieu dans celle des groupes finis. 

Pourquoi le théorème local est-il vérifié pour certaines propriétés 
et ne l’est pas pour d’autres ? En se posant cette question, A.ÏI. Maltsev 
a remarqué (Outch. zap. Ivanovskogo ped. in-ta, 1941, À, n° À, 
p. 3-9) que les théorèmes locaux ne sont pas particuliers à la théorie 
des groupes mais sont tout aussi naturels pour les anneaux, les boucles 
et d’autres structures algébriques et que, par conséquent, leur raison 
d’être ne réside pas dans la théorie des groupes ou dans une autre 
théorie particulière mais dans les fondements des mathématiques. 
Cette remarque s’est avérée très juste : tout un bouquet de théorèmes 
locaux a son fondement conceptuel dans un résultat connu de la 
logique formelle selon lequel tout théorème issu d’un certain nombre 
d’axiomes se laisse déduire d'une partie finie de ce nombre d’axiomes. 
En développant cette remarque, A.f. Maltsev a abouti à son théorème 
de compacité du calcul des prédicats restreint, et ensuite, au théorème 
local pour une propriété quelconque écrite au moyen de formules dites 
quasi universelles. La question d’applicabilité du théorème local à 
une propriété donnée ©, qui était traitée séparément pour chaque © 
avant les travaux de A.I. Maltsev, s’est trouvée réduite, grâce à 
ses travaux, à une question générale et purement « grammaticale » : 
est-il possible d'écrire 6 au moyen d’axiomes quasi universels ? 

À l'aide d’un artifice ingénieux que nous décrirons, A.Ï. Maltsev, 
déjà dans son travail datant de 1941, a écrit les propriétés RV, RI, 
Z avec des formules quasi universelles d'un type particulier et a 
montré, par ce procédé, qu'elles vérifient le théorème local. Plus 
tard, il est revenu à sa méthode pour lui donner sa généralité d’au- 
jourd'hui et, dans son travail Correspondances modèles (Izv. AN 
SSSR, sér. math., 1959, 23, n° 3, p. 313-336), il a déduit d’une façon 
uniforme pratiquement tous les théorèmes locaux intéressants de la 
théorie des groupes. On peut dire que si le travail de 1941 jetait 
un premier pont entre les théorèmes locaux de l’algebre et la logique, 
le travail de 1959 à réduit ce pont aux dimensions d'un trait d'union. 
Par ailleurs, le premier travail allait servir de point de départ à la 
théorie des modeles. 

Utilisant la méthode de A.ÏI. Maltsev, nous démontrerons ici le 
théorème local pour les classes de Kouroch-Tchernikov. Un exposé 
« clos » de la partie logique de la méthode est donné au $ 27 de 
l’Appendice. Si le lecteur n’est pas au courant de cette méthode, il 
doit se reporter à présent à l’Appendice avant de continuer la lecture. 


22.31. Théorème (A.Ïl. Maltsev). Les propriétés RN, 
RI, Z, RN, RI, Z, N vérifient le théorème local. 


Démonstration. Utilisant l’artifice proposé par A.I. Mal- 
tsev (voir ci-dessus), passons du langage des matriochkas sous-norma- 
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les à celui des prédicats. A cet effet, à chaque matriochka sous-norma- 
le :# des sous-groupes du groupe G, associons un prédicat P sur G 
en posant 2 (x, y) = V (= vrai) si et seulement si dans # il existe 
un sous-groupe contenant x mais ne contenant pas y. Il est clair que P 
vérifie les axiomes universels suivants (écrits sans quantificateurs) : 

17 JP 0). 

2 P (x, y) A P (y, 2) + P (x, 2), 

3° P (2,2) À 1P(y, 2) —P (a y), 

49 P (x, 2) A P (y, z) — P (xy”}, 2), 

5 x Æ1i—P (1, x), 

6° P (x, y) — P (y”\xy, y). 

Introduisons la notation À, ={r|rzE€G P (x, y) = V},y #1. 
On voit sans peine que 


A,= U 4, 4A=/N4, (4€E#, AZG) 
VE À 


. ve AE fl 


i.e. que À, € # et que chaque À € :#, À 2 G, se laisse mettre sous 
forme d'intersection de sous-groupes À,. 

Réciproquement, soit défini sur G un prédicat P vérifiant les 
propriétés 1° à 6°. Les ensembles À, forment une famille de sous- 
groupes totalement ordonnée par inclusion. En ajoutant à cette 
famille le groupe G, ainsi que les réunions et les intersections de 
toutes les sous-familles, nous obtenons une matriochka sous-normale 
de sous-groupes dans le groupe G. Des axiomes 1° à 3° il ressort 
immédiatement que les transitions indiquées de «# à P et de P à 4 
sont inverses entre elles, ce qui confirme qu'elles assurent la traduc- 
tion cherchée dans le langage CP. 

Traduites dans le langage CP, les notions fondamentales de la 
théorie des classes de Kouroch-Tchernikov se présentent comme suit : 

7° la matriochka est  résoluble: zx 41 À | P (x, y) A 
À 1P(y, z) —P (x, yl, x), 

8° la matriochka est normale: P (x, y) — P (z-!xz, y), 

9° la matriochka est centrale: zx 1 — P ([xr, yl, x). 

Caractérisons encore les matriochkas à trois termes 1 < 4 < G 
dans le langage CP. Pour le faire, on doit évidemment ajouter aux 
axiomes 1° à 5° l’axiome 

10° la matriochka est à trois termes: x 1 À P (x, y) — 
— |P (y, 5). 

Il est clair maintenant que les propriétés RN, RI, Z se définissent 
par les formules 


RN: (3P) (Vz) (Wy) (V2) (1) À (2) À G) À @ À 6) A 7), 
RIT: (3P) (Vz) (Vy) (V2) ((1) À (2) À G) À (& A (5) À (7) À @)) 
Z: (3P) (Fr) (Wy) (V2) (1) À @) À @) À @ À (5) À CO), 


où (1), (2), ... sont des expressions de 1°, 2°, ..., tandis que les 
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propriétés AN, RI, Z, N traduisant la possibilité de la subdivision 
s'écrivent au moyen des formules 


RN: (WP)((P = sous-norm.) — (3Q) ((Q = résol. sous-norm.) À 
EL À (Vu) (Ve) (P (u, v) + Q tu, v)))), 
RI: (WP) ((P = norm.) — (3Q) ((Q = résol. norm.) À (Vu) (Wv) 

(P (u, v) —+Q (u, v)))), 


Z: (VP)((P = norm.) — (3Q)(Q = centr.) À (Vu)(Wv) (P (u, 
: ) — Q (u, v)))), 
N: (WP) ((P = à 3 termes) — (30) ((Q = sous-norm.) À (Vu) (Wv) 


(P (u, v) —+ Q (u, v)))), 


dans lesquelles les abréviations sont à remplacer par des combinaisons 
évidentes des formules 1° à 10°. Puisque toutes les sept propriétés 
se sont avérées quasi universelles. il ne reste qu à faire intervenir 
le théorème 27.3.3 de l'Appendice. Le théorème est démontré. 


Les propriétés RN*, RI*. ZA, ZD. N non couvertes par le théorè- 
me de Maltsev ne vérifient pas le théorème local (voir en particulier 
l'exemple 18.2.2). 

Rappelons que les formules pour RW, RI, Z sont objet-universel- 
les, aussi les propriétés indiquées s’étendent-elles aux sous-groupes 
en vertu du théorème 27.3.1 de l’Appendice (ce fait est d'ailleurs 
facile à démontrer immediatement). 


223.2. Exercice. Les propriétés RN*, RI*,ZA,ZD,N,N 
s'étendent aux sous-groupes, elles aussi. 


CHAPITRE 8 


CONDITIONS DE FINITUDE 


$ 23. La périodicité et la finitude locale 


23.1. Ces deux notions coïncident-elles ? Rappelons qu'un groupe 
est dit périodique si chacun de ses éléments est d'ordre fini. Un 
groupe est dit localement fini si lous ses sous-groupes de type fini sont 
finis. Îl1 est clair que tout groupe localement fini est périodique. 
La réciproque est-elle vraie ? Cette question constitue le problème 
de Burnside qui date du début de ce siècle. Plus exactement, il se 
présente en trois variantes: 

I. Problème de Burnside général $ : tout groupe périodique est-il 
localement fini? 

IT. Problème de Burnside restreint 8 (r, m): tout groupe de 
période donnée m, i.e. vérifiant identiquement z”" = 1, ayant un 
nombre donné r de générateurs, est-il fini ? 

I11. Problème de Burnside affaibli ®'(r, m): le nombre des 
groupes finis de période donnée m, ayant un nombre donné r 
de générateurs, est-il fini? 

Ïl est clair que la réponse négative de S(r. m) pour r, m quel- 
conques entraîne la réponse négative de $ et que la réponse positive 
de $ (r, m) entraîne la réponse positive de R'(r, m). 

Voici l’état de nos connaissances à l'heure actuelle en ce qui 
concerne ces trois questions: 

I. ES. Golod (7zv. AN SSSR, série math., 1964, 28, n° 2, p. 273- 
276) et S.V. Aliochine (Matem. zametki, 1972, 11, n° 3, p. 319-328) 
ont construit des exemples de groupes périodiques infinis de type 
fini, ce qui donne la réponse négative au problème de Burnside 
général. Il va sans dire qu’une solution à ce problème est donnée, 
en passant, par l'exemple récent de A. Iou. Olchanski que nous 
avons mentionné au $ 2 à l’occasion du problème de ©. Iou. Schmidt. 

IT. P.S. Novikov et S.I. Adian (/zv. AN SSSR, série math., 
1968, 32, p. 212-244, 251-524, 709-731) ont démontré l'infinitude 
du groupe libre B, (m) dans la variété des groupes vérifiant identique 
ment zx" = 1Â, à r générateurs libres, avec r > 2 et m impair >4381. 
Ce majorant a été abaissé plus tard jusqu'à m > 665, cf. [1]. D’autre 
part, on connaît quelques groupes libres de Burnside de faible période 
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qui sont finis: B,(2) (exercice), B, (3) (Burnside, 1902), B, (4) 
(I.N. Sanov, 1940) et B, (6) (M. Hall, 1957). Il manque sur cette 
liste le groupe B, (5) dont on ignore toujours s’il est fini ou non. 

IT. A.T. Kostrikine (Zzv. AN SSSR, série math., 1959, 23, n° 1, 
p. 3-34; voir aussi in Matem. sb., 1979, 110, n° 1, p. 3-12) a donné 
la réponse positive au problème de Burnside affaibli 8° (r, m) pour 
m premier. 

Ainsi donc, le problème de Burnside général est résolu; néanmoins 
on ne connaît actuellement que quelques groupes périodiques isolés 
qui ne sont pas localement finis, ou, mieux, quelques types cons- 
tructifs de tels groupes. Il est difficile de dire s’il y en aura d’autres, 
mais aujourd'hui ces rares exemples nous font autant d'effet que 
les échantillons du sol lunaire. Chacun d'eux mérite sans conteste 
une attention minutieuse, à tel point que nous consacrons tout un 
paragraphe à la remarquable construction de S.V. Aliochine. (L'exem- 
ple dù à E.S. Golod a été décrit plus haut, voir l’exemple 18.3.2; 
voir aussi le $ 26 de l’Appendice. Quant aux autres constructions 
mentionnées, elles sont malheureusement trop encombrantes pour 
trouver leur place dans un ouvrage d'enseignement.) 

À propos, remarquons qu’à la différence du cas général, le pro- 
blème de Burnside relatif aux groupes linéaires a été résolu, positive- 
ment, encore au début du siècle, voir [25], p. 409. 

Pour terminer cette série de remarques préliminaires, citons une 
propriété importante des groupes localement finis (qui s'étend 
d’ailleurs sans difficulté aucune aux groupes périodiques): 


231.1. Théorème (O0. Iou. Schmidt). L'extension G d'un 
groupe localement fini À par le groupe localement fini G/A est elle-même 
un groupe localement fini. 


Démonstration. Vérifions que tout ensemble fini M 
dans G engendre un sous-groupe fini. Par hypothèse, le groupe quo- 
tient gr (17, A)/A est fini. En prenant au besoin un ensemble M plus 
grand, supposons que {AJ soit fermé pour l’inversion et contienne les 
représentants de toutes les classes de gr (17, À) suivant 4. Pour tous 
z, y de M on a alors 


ty = zyra up Où zYEM, asyEA. 


Il s'ensuit que tout produit d'éléments de Àf se laisse mettre sous la 
forme de’ produit d’un élément de M par le produit de certains a... 
Puisque tous les a... engendrent un sous-groupe fini, le théorème est 
démontré. 


23.2. Le 2-groupe infini 2-engendré des transformations séquen- 
tielles. Dans son exemple mentionné plus haut, S.V. Aliochine a 
construit un p-groupe infini 2-engendré de transformations séquentiel- 
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les, i.e. réalisées sur les automates, qui admet une approximation 
finie, pour tout p premier. L'idée de la construction ressort claire- 
ment déjà dans le cas le plus simple où p = 2; nous nous bornerons 
donc à considérer ce cas. 

Qu'est-ce qu'un automate et comment travaille-t-il ? Sans exposer 
ici la théorie générale des automates, nous nous contentons d'exami- 
ner les schémas de deux automates a, b dont nous aurons besoin: 


Par définition, ces automates opèrent sur l'ensemble Æ£ de toutes 
les séquences (i.e. suites finies) de chiffres 1, 2. L’automate a admet 
sept états représentés sur son schéma par des cercles; le premier 
état — l'état initial — est marqué de la lettre a. Dans les cercles, 
viennent s'inscrire les permutations de l’ensemble 7 —{1, 2}: 
e est la permutation identique et t la transposition. L'automate 
travaille comme suit. Soit une séquence ÿ — ii, . .. im. L'automate 
répond au premier terme i, de la séquence par la permutation & cor- 
respondant à son état initial et passe dans un nouvel état suivant 
la flèche i,, puis répond à ëi, par la permutation correspondant à ce 
nouvel état et sort de cet état suivant la flèche i., et ainsi de suite. 
Il est commode d'introduire une notation spéciale: si, après avoir 
traité la séquence y, l’automate a passe à l’état figuré par la permu- 
tation x, nous écrirons 


aly Le. d Te 


Soit par exemple y — 121221. En suivant les flèches de l’automate 
a à la manière du jeu de l’oie, nous constatons que 


ali = Es 
al 12 = &, 
a/A421 = 7, 
a/1212 = e, 


13—1533 
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a/12122 = e, 
a/121221 — e, 


donc ya — le2efe2v2efe — 121121 et a/y — e. 
L’automate b travaille d’une façon analogue. 


23.2.1. Ex erc'ic'e. Dans toute séquence, l’automate a change 
un chiffre tout au plus; le segment antérieur à ce chiffre se présente 
sous la forme i2 ... 21. En faisant travailler a une fois de plus, nous 
retrouvons la séquence initiale, quelle qu'elle ait été, si bien que 
a? — 1 (le lecteur remarquera que nous identifions l’automate et la 
transformation qu’il produit sur l'ensemble des séquences X£). En 
particulier, a est une transformation biunivoque inverse d'elle-même. 
Voici la liste complète des cas où l’automate a passe à l’état (unique) 
correspondant à la permutation t: si long. y > 3, on a a/y = vsi et 
seulement si 


12 ...21 pour long. y =0 (mod 3), 
y—= 4 22...21 pour long. y= 1 (mod 3), 
2 21 pour long. y= 2 (mod 3). 


23.2.2. Exercice. L'automate b travaille tout simplement: 


Un —— 2{n 
b b 


22n — 12n, 


où n est une séquence quelconque. En particulier, b ne change que 
les deux premiers termes de la séquence, de telle façon que tout 
couple de termes se laisse déduire de tout autre couple en faisant 
agir b autant de fois que nécessaire. Ensuite, bt = 1, si bien que b 
est aussi une transformation biunivoque de l’ensemble. Æ® (avec la 
transformation inverse b*). 


23.2.3. Théorème (S.V. Aliochine). Le groupe des transfor- 
mations séquentielles G = gr (a, b) est un 2-groupe infini qui se laisse 
approcher par des 2-groupes finis. 


Démonstration. a) Le groupe G est infini. En effet, il 
suffit de trouver dans G des éléments zx,, x, . . . tels que 


Lie 12n—51...1n 
y” un 7 


h=1 R 
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pour toute séquence n, car, en prenant y, = x, . .. zx, On obtient 


J} 
Dual: 12. 
ee ee E 


i.e. il existe dans G une infinité d'éléments distincts y,, y, . .. 
Il est clair qu’on peut prendre x, = L*, x, = b* (voir l'exercice 
23.2.2). Supposons maintenant que les éléments x,,....2,_, k > 3, 

soient déjà construits. et construisons x,. Îl vient 

xe | x 1 1 

R-2 k—3 : 
. >1...12129—2...——2...2/20 (9 
k=1 k-3 k= 


De la définition de l’automate a on voit (voir aussi l'exercice 23.2.1) 
que 


12...212n— 12... 211n pour m=0, ou 1 (mod 3), 
Vs mm 


m m 


0 6 0 a Co EL] e ; 
22,..212n—22...21În pour m=2 (mod 3). 
7 
m nt 


Il suffit donc de changer si nécessaire dans la dernière séquence de la 
chaîne (1) le premier chiffre (à l’aide d’une puissance convenable de 
la transformation b), d'appliquer ensuite a et peut-être encore une 
puissance convenable — inverse — de b pour obtenir 


ds 2114. 
un 7 
k= 2 
Appliquant enfin x, ... %:-, on obtient la séquence cherchée 


1...1n. On peut donc prendre 


Vans, mms” 
k 


Ty dpho:s si 0 MAD Tr di 


en choisissant convenablement m = 0 ou f. 

b) Le groupe G se laisse approcher par des 2-groupes finis. Soient 
en effet 7" l’ensemble des séquences de longueur #7 de l'alphabet 
I ={1, 2}et G, le groupe des permutations de 7" induites (par 
restriction à 7”) par les transformations de G, nr = 1, 2, ... Il est 
clair que l'intersection des noyaux de tous les homomorphismes 
restrictions G —> G, est triviale ; il suffit donc de s'assurer que chaque 
G, est un 2-groupe. À cet effet, nous montrerons par récurrence sur n 
que G, est de période 2”. 

Soit d’abord r — 1. Tout élément g € G se laisse mettre sous la 
forme g = bfi abf?a . . . bl* et opère sur un chiffre i E{1, 2}, comme 


13% 
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la permutation tThi+:- +B+. I] est clair que ig® — i. Supposons démon- 
tré que yg®""! = y pour tout y E /"-!; soit j El, 2}. Il est évident 
que (vi) g2"7! = yj où m — Ü ou f. Appliquant encore une fois 
la transformation g°” La on obtient (vi) 8 ge = yj. 

c) Il ne reste qu'à montrer — mais c'est le plus difficile — 
que G est un 2-oroupe. En vertu de b) le groupe G ne peut avoir 
aucune torsion autre que la 2-torsion; il suffit donc de montrer que G 
est périodique. Introduisons quelques notions auxiliaires en com- 
mençant par celle de la flexibilité d'une séquence dans une transfor- 
mation séquentielle. 

Soit y une séquence de l'alphabet {1, 2 }. et soit g un élément de G 
écrit d'une façon donnée à l’aide des générateurs 


= Z, ... 5 Où chaque 2, = a ou b. 
Soit ensuite d le plus petit entier naturel tel que yg* — y. Ecrivons 


sous forme d’un tableau la suite l, (y) de tous les résultats inter- 
médiaires de l'application du mot { ... 23)? à la séquence y 


Z4 vs 8-1 8 
V= | Ÿ- | de 
vi | v LE 
# | v 
On a donc 
Vhai = #z, pour 1SkESS—1, 1</7<d, 


vti=vl, pour 1<!I<d—1, 


tandis que la suite F, (y) elle-même s'obtient en lisant le tableau 


ligne après ligne. Soit ensuite ï, (y) la suite extraite de F, (y), 
composée de toutes les y£ de la forme i2 . . . 2j attaquées par zx — 
(rappelons que les séquences de ce type sont les seules qui ‘puissent 
faire changer le chiffre suivant à l'automate a, voir l'exercice 
23.2.1). Si L est une suite finie, supposons que [” désigne la suite 
circulaire qu’on obtient à partir de F en écrivant son dernier terme 
avant le premier. Soit enfin sgm, (y) (resp. sgm£ (y)) le nombre des 
« 2-segments » connexes de la forme 


see 22e 02 


qui alternent dans la suite F, (y) (resp. dans la suite circulaire 
T° (y)) avec les « {-segments » connexes de la forme 
Pose ls cs 02 seal 
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(on conçoit que si l’on a des segments des deux types. le nombre des 


uns et des autres dans F4 (y) est le même, tandis que dans F, (y) 
le nombre des sezments d'un type ne peut différer de celui des autres 
que d'une unité tout au plus). Nous disons que la quantité 


fl, (y) = [+ sgmé ()] 


est la flexibilité de la séquence y dans la transformation g (plus exacte- 
ment. dans l'écriture donnée de l'élément g par l'intermédiaire des 
générateurs a, b). Par exemple, si la partie « caudale » des séquences 


de L, (y) est de la forme 2122122112, on a sem, (y) — 4. sgm, (y) = 
= 3,fl, (y) = 1. Informellement parlant, la flexibilité de la séquence 


traduit le nombre des remuements de la queue dans la suite FL: (+). 


23.2.4. Exercice. Si yg — 6, on a sgm, (y) -- sem: (6) et 
fl, (y) = fl, (6). 

Remarquons que nous avons passé de sgm à sgm rien que pour 
avoir cette propriété. Quant au partage en deux moitiés et au passage 
à la partie entière, leur seul but était de démontrer la proposition 
suivante. 

d) Montrons que la flexibilité d'une séquence est en général 
d'autant moins grande que la séquence est plus longue. Plus exacte- 
ment, pour tout g € G. toute séquence y de longueur >>3 et tout 
chiffre j E{1. 23 on a l'inégalité 


Île (y) < fl4 (v). (2) 


Il y a plus: si Île (y) > 0, d'est le plus petit nombre tel que yg! = y 
et l’automate g' passe sous l’action de y à l’état correspondant à la 
permutation identique, i.e. g‘/y = &, alors 


fe Cv) < fe (v)- (3) 


Remarquons d’abord que si i’2...2,i”2... 2 sont deux séquences 
voisines dans la suite Î? (y), elles seront affectées d'un même chiffre 


dans [, (yj). En effet, si les séquences complétées s’écrivaient sous 
la forme 


2... 9j, 2... 2j" (4) 


avec les j”, j” différents, le premier changement du chiffre j’ dans la 
suite (vf) (sans tilde) pendant le traitement de la séquence 
i’2 ... 2j se présenterait comme suit: 


i"2...21j "2... 21j" 
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(compte tenu du mécanisme d'action des automates a et b, voir les 


exercices 23.2.1 et 23.2.2); il y aurait donc dans l; (y) la séquence 
i”2 ...21 entre les séquences (4), ce qui est faux. Ainsi donc, tant 


que le chiffre caudal 2 reste inchangé dans la suite l, (y), le nouveau 
chiffre caudal — ajouté — des termes correspondants de la suite 


T° (yj) reste inchangé, lui aussi. 
Ceci noté, considérons d’abord le cas où g‘/y —e. On a _alors 


(yj) g = yj, c'est pourquoi É, (vj) a la même longueur que T, (y) 
et se déduit de cette dernière en mettant 1 ou 2 après les termes de la 
forme i2...2. De la remarque précédente et d'un raisonnement com- 
DRAGON facile, il ressort que pour sgm,; (y) > 2 on a sgm: (yj) < 


<| ; —- sgmz (y) | . Puisque pour m —=1, 2, ... on a évidemment 


[5 | << m, l'inégalité (3) a lieu pour fl, @) > (. 
Soit maintenant g‘/y = T. Alors (vi) g' = yj, (vi) gi = vi, 
i.e. Le (yj) est deux fois plus longue que [. " Etant donné qu'aux 


Â-segments connexes dans la première moitié de la suite le (yj) 
correspondent des 2-segments connexes, et inversement, on calcule 
la flexibilité, par rapport à g, de la séquence y à l’aide du tableau 
suivant : 


type des remuements de la queue dans 


les moltiés de l'y (V2) mn home total > 
des Segments dans sgmg (V2) 
chaque moitié 


dans la première dans la seconde 
1-1 2—2 impair m 
12 2æ1 pair m—1 
21 1 = 2 pair m —1 
2-2 1 = 1 impair m 


Nous voyons dans tous les cas que 


: 1 1 2 — 1 
Îl, (vi) — [+ S6Mg (vi) | + | — jé 
Puisque 
n & sgme (y) & sem (y) + 1, 
l'inégalité (2) est vérifiée dans tous les cas. 


e) Pour tout g E Gilexiste un entier naturel », tel que la flexibili- 
té par rapport à g de toute séquence de longueur #. reste inchangée, 
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quels que soient les chiffres qu’on puisse ajouter à la fin de la séquence, 
1.0. | 


fl (yn) = fl (y) 


pour toute y de longueur n, et toute séquence n. 

En effet, l'ensemble 7" de toutes les séquences de longueur 7 
de l'alphabet Z = {1, 2}se décompose en orbites par rapport au groupe 
cyclique (g); appelons-les n-orbites. Il est clair que les segments 
initiaux de longueur n° <-n-des séquences d’une n-orbite quelconque 
N appartiennent eux-mêmes à une mème orbite; de plus, ils cons- 
tituent exactement une n'’-orbite V'. Nous dirons que la n-orbite 
N prolonge la n'-orbite N'. En accord avec l'exercice 23.2.4, à chaque 
n-orbite N on peut associer sa flexibilité fl (N) = fl,(y), y € N. 

Supposons que l’ensemble 7° se décompose en 3-orbites [°,..., 1? 
et que fl(7;) = fr. Soient y, € Z° et d, le plus petit nombre tel que 
Et = ÿ Si ty, ze ona 


(15) g" = Vis lg (ii) < fl; (1) 


pour tout j E{1, 2} (voir d)); il y a donc dans /* deux 4-orbites 
1%, TZ qui prolongent J° et qui ont une flexibilité plus petite que 
fl (/*). Au contraire, si g/y, = +, il n’y a dans J4 qu'une seule 
4-orbite 1? prolongeant 1°, et ceci en sorte que fl (7}) & f1 (75). 
Poursuivant ce processus par récurrence, nous nous assurons que pour 
tout n = 4, 5,... ou bien il existe une n-orbite unique prolongeant 
la (7 — 1)-orbite donnée, ou bien il y en a deux mais de flexibilité 
strictement inférieure à celle de la (#7 — 1)-orbite donnée. Puisque 
le nombre r de f}, . .., f; est fini, on réussit à obtenir un n, tel que 
chaque (7, — 1)-orbite est couverte exactement par une n#.-orbite 
et la flexibilité cesse de diminuer. Cela confirme notre proposition. 

Le schéma ci-après illustre ce raisonnement: les orbites sont 
représentées par des points, et leurs prolongements, par des segments 
allant de haut en bas. 

Nous verrons plus tard que la stabilisation de la flexibilité dé- 
crite sous e) a toujours lieu au niveau du zéro; or, pour le démontrer, 
nous aurons besoin d’une nouvelle notion auxiliaire, à savoir: le 


type de la suite l', (y). 

f) Soit de nouveau yg = y, long. y > 3. Quelle doit être la 
permutation g“/y? Il est possible de donner une réponse bien dé- 
terminée à cette question en imposant certaines restrictions à long. y. 
En effet, soit ? —{1}, {2 }ou {1, 2}. En vertu de la formule établie 
dans l’exercice 23.2.1, il existe un nombre aussi grand que l'on veut 
nr tel que pour toute séquence à 


al Te ô = i2...21, iET. 
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Donc, si long. y = nr et Vr est le nombre de toutes les séquences 


3 3 oc 3 
I; 1 1° 
3 
< </ \< < 
+ 
< <I <J\< < < 
L] 


de la forme i2 ...21,i€ T, dans la suite L. (y), on a 
gd'y r)T. 


En particulier, on a g“/y = e si et seulement si Vr est pair. Vu 
l'importance attachée à ce cas précis, introduisons une terminologie 


appropriée: nous dirons que 7 est le type de la suite [, (y) si le 
nombre Vr est pair. 


23.2.5. Exercice. Pour g, y quelconques la suite F, (y) 
admet au moins un type (et peut-être plusieurs). (À noter que l'un 
au moins parmi les nombres W,, W,, V, + :V, est nécessairement 
pair.) 

g) Montrons que si, en ajoutant des chiffres à la fin des séquences, 
la flexibilité par rapport à un g se stabilisait ailleurs que sur zéro, 
il y aurait stabilisation des types pas plus tard que sur le pas immé- 
diatement postérieur à la stabilisation de la flexibilité. Plus exacte- 
ment, si 


O< fl (7) = fl hi) = Île (Vjije) 
pour une séquence y et deux chiffres j,, j., les types des suites 


F (»j1); Î, (Yj1jo) sont les mêmes. 
En effet, soit d le plus petit nombre tel que yg“ — y. En vertu 
de la première égalité et de la remarque d), on a g%/y = +, aussi la 


suite F, (yj1) doit-elle comprendre, pour chaque séquence de la forme 
1, une séquence de la forme 62, et inversement (voir le troisième 


alinéa de d)). Pour la même raison, la suite l, (Yj.j:) doit contenir, 
pour chaque séquence ô1, une séquence 62, et inversement. Il est donc 


possible de déduire l’ensemble des séquences de LP (Yj1f2) de chiffre 
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caudal 1 à partir des séquences analogues de F, (yj,) en substituant 2 
au chiffre caudal 1 et en ajoutant à la fin un nouveau chiffre caudal 1. 
La proposition résulte alors immédiatement de la définition du type: 
(voir f)). 

h) Montrons que la stabilisation de la flexibilité décrite sous e) a 
effectivement toujours lieu au niveau du zéro. i.e. que fl, (y) = 0: 
pour toute + de longueur =>n.. 

En effet, on a d'après e) 


fl, (7) = fl; (1) 


pour toutes les y de longueur n, et pour toutes les n. Supposons que- 
fl, (y) >> 0. En vertu de g), toutes les suites 


Topic. ju), k= 1.2, ... 


admettent les mêmes types pour n'importe quels j,, j,.. .. de {1, 2 
soit 7 un de ces tvpes. Conformément à f), il existe un n, > n, tel 
que pour toute séquence ô de longueur nn, on a 


a'ô 160 —i2 ...21. ieT. 


Posons À — e — n;; On a De es Yi. ja = ny. Soit un d 
tel que (yj1...j1) & = Yj: ,. Puisque le nombre Nr de toutes 


les séquences de la forme i2.. rs iE T. dans la suite LÉ. (je ja) 
est pair (par définition du type), on a g' Yi ... jn € (voir f))- 
Or, il doit y avoir alors, en vertu de d), l'inégalité stricte 


Île (Via + + + Jn+a) < Île (Vi + - + ju) 
manifestement contraire à l'hypothèse. 
i) Montrons enfin que le groupe G est périodique. Plus exactement, 
sigeG,on a g°""** — 1, où n, > 3 est le nombre défini sous e} 
(voir aussi le n° précédent). Tout d'abord nous savons déjà (voir b)) 


que si d = 2"#, on a ÿgŸ — y pour toute séquence y de longueur n,. 
11 reste à montrer que 


(yn) g'Ÿ = yn pour n quelconque. 


Puisque fl, (y) = 0, quatre cas sont à distinguer ici: 


1° La suite F; (y) est vide. En particulier, elle ne contient. 
alors aucune séquence de la forme i2 . . . 21. Puisque l’automate a. 
ne fait changer que le chiffre ajouté à la fin d'une telle séquence et 
que l’automate b ne fait changer aucun chiffre à partir de la troisième 


position, on a (vi) g = yj pour tout j E{1, 2}. Puisque fe (y) ne 
contient aucune séquence de la forme i2 ... 2 non plus, la suite 


FE: (yj) est vide, elle aussi. En répétant ce raisonnement, on obtient 
donc (yn) 8 = yÿn pour une séquence n quelconque. 
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2° La suite r: (y) ne contient que des séquences de la forme 
. . 21. Soit j E{1. 2}. Puisque l,; (yj) ne peut comprendre aucune 


i2 
séquence qui ne soit déjà dans F, (y) par son segment initial, la suite 


T° (yj) est vide. Puisque yg® = y, on a (yj) g°4 = yj, et l'on retrouve 
le cas 1° pour la séquence y)j. 


3° La suite TRE (y) ne contient que des séquences de la forme 
i2 ... 2. De même que dans le cas 1°, il s'ensuit que (yj) g* = yj 


pour tout chiffre j E{1, 2}. Il y a plus: la suite l, (yj) s'obtient à 


partir de F7 (y) en y ajoutant le même chiffre jÿ. Si j — 1, on retrouve 
le cas 2° pour la séquence yj, et la proposition est démontrée. Si 
par contre j — 2, on retrouve le cas 3° étudié ci-dessus mais déjà pour 
ji. Il vient comme précédemment 


(y21n) g2d =y21n, (v22) g° = y22, 
et ainsi de suite. 
4° La suite RE (y) se compose d'un Î1-segment et d'un 2-segment. 


Alors pour tout j E{1, 2} la suite l'; (yj) nous fait retrouver soit le 
<as 2°, soit le cas 3°. Etant donné que (yj) g*{ — yj, on a (yjn) g*d = 
= Yjn pour une séquence n quelconque. Le théorème est démontré. 


23.3. Autre démonstration. Introduisons dans l'ensemble X® 
de toutes les séquences de l'alphabet {1.2 } la relation d'ordre partiel 
< en posant y < Ô si y est le segment initial de la séquence 6. 
Représentons les séquences de même longueur par des points situés 
à la mème hauteur et les séquences de longueur plus grande par des 
points situés plus bas et relions y à Ô par un segment chaque fois que 
+ < Ô:; nous obtenons la représentation canonique de l'ensemble 
K® sous la forme d'un arbre: 


© 


11 est clair que les transformations séquentielles conservent la rela- 
tion <<, ce qui fait que le groupe d'Aliochine G = gr (a, b) se plonge 
naturellement dans le groupe Aut A®© des automorphismes de l'arbre 
K®: 
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23.3.1.L xercice. Soient p un nombre premier et À; l'ensem- 
ble des séquences de longueur <# de l'alphabet {1. 2,..., p}, muni 
de la relation d'ordre partiel définie plus haut (un tel ensemble est 
appelé arbre de multiplicité p et de hauteur n). Alors 


Aut A5 æ2Ze(...e(7 22h) ...). 


n fois 
Si AS = U K' (arbre de toutes les séquences), alors Aut A est la 
| l 


n-- 

réunion de la suite de groupes G', = Aut A, dont chacun se plonge 
naturellement dans le suivant: G; —G;"" —:heG», ce qui permet 
de considérer les groupes de transformations séquentielles comme des 
sous-groupes de cette réunion G%. On trouve des constructions ana- 
Jogues à celles de S.V. Aliochine mais exposées dans le langage des 
arbres, y compris la démonstration, dans les travaux de V.I. Sou- 
chtchanski (voir par exemple DAN SSSR, 1979, 247, n° 3, p. 
557-561). 


Comment l’automate a opère-t-il sur l'arbre A2? Rappelons que 
si long. y > 3, on a a:ÿy = 7 si et seulement si 


y =12...21 et long. y =:0 ou 2 (mod 3) 
ou 
y = 22... 21 et long. y =:1 ou 2 (mod 3) 


(voir l'exercice 23.2.1). Donc, l'automate a opère sur les sous-arbres 
[yl aux « racines » + de la forme indiquée par la transformation 


P: yin—y2n 


(la permutation des moitiés), et sur tous les autres sous-arbres [ô]. par 
la transformation identique 


l: Ôn-— ôn. 


Considérons encore une interprétation naturelle de l'ensemble A°. 
Soit À un segment de droite. soient A,, À, ses moitiés, soient A.,, 
Aus Aoye Ass les moitiés de ces dernières. et ainsi de suite. La séquence 
y sera représentée par le segment À,. Désignons par P la permutation 
des moitiés (la gauche va à droite. la droite à gauche) et par Î[ la 
transformation identique du segment. On comprend sans difficulté 
que l'automate a se traduit dans ce langage par la transformation 
suivante de l'ensemble des segments À,: 

As: AT Aos A 99 
P P | P… I i PP. 
—_—_—_ ]_—_—_——— _—_—__ 2 ———— |" 1 
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Plus exactement, sur le premier quart À,, de À la transformation a 
se présente comme P, tandis que sur le deuxième quart A,, elle 
consiste à partager À,. en deux moitiés, à partager sa seconde moitie 
encore une fois en deux moitiés. la seconde moitié obtenue encore 
en deux moitiés, et ainsi de suite, et à distribuer ensuite sur les 
serments obtenus les transformations PIPPIP... Sur le troisième 
quart À, la transformation a agit comme [, tandis que le quatrième 
quart À,, est de nouveau partagé comme le deuxième et les trans- 
formations IPPIPP... sont distribuées sur les segments obtenus. 

Soit G, un sous-groupe de G constitué par des éléments qui se 
laissent exprimer au moyen des générateurs a, b. la somme des expo- 
sants de b étant nulle. Il est clair que | G: G, | = 4 (les représentants 
dans les classes suivant G, étant 1, b. b*, b*) et 


G, = gr (a, b-lab, b-*ab*, bal). 


23.3.2. Exercice. Vérifier que les éléments générateurs du 
groupe G, opèrent sur les quarts du segment À de la façon suivante: 


P PIP... I IPP … 
a ES PS CR 


b2ab? PIP..., P F IPP... L I 1 


P ..e eee 
>" ab3 IPP PIP 


Soit maintenant F un autre segment de droite; soient {, u, v 
les transformations de l’ensemble de ses parties 2-aires, définies par 
les schémas 


—— 


IPP... 


PIP ces 
es 


(pour u, v on sous-entend le partage « seconde moitié en deux » décrit 
plus haut). Soit 


H = gr{(t, u, v). 
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Il est clair que G, est le produit sous-direct de quatre exemplaires du 
groupe H (voir l'exercice 23.3.2); donc, G est un 2-groupe infini si 
et seulement si H l'est. Ainsi donc. nous allons avoir une démons- 
tration alternative au théorème de S.V. Aliochine 23.2.3 (en omet- 
tant cependant le fait que G se laisse approcher par des 2-groupes 
finis. qui se démontre sans difficulté dans la première variante), à 
condition de démontrer un nouveau 


23.3.3. Théorème (R.Ï. Grigortchouk). Le groupe H est 
un 2-groupe infini. 


Il est remarquable que nôus obtiendrons en passant encore un 
exemple de groupe périodique qui n’est pas localement fini et qui 
est inclus dans le groupe d’Aliochine à titre de section. 


Démonstration. Il est évident que uv = w, où w est 
illustré par 


TT PPI ..e 
On vérifie immédiatement que 
Fu =t =40" = |, 
uU = LU =U, UW=UU =V, VE = UT = uU, 
aussi tout élément de À s'écrit-il 
étots . . .nts, 


où les étoiles symbolisent des éléments de la forme u, v, w (elles peu- 
vent être absentes aux extrémités). Soit À, un sous-groupe de # 
composé d'éléments qui se laissent écrire avec un nombre pair de 
facteurs t. Il est évident que | AZ: H, | = 2, 


H, = gr (tut, tvt, twt, u, v, w) 


et que H, applique chacune des deux moitiés F,, lF, du segment T 
sur elle-même. Soit œ; la restriction de 4, à [';} On vérifie sans 
peine que les homomorphismes q,, ç. opèrent sur les éléments géné- 
rateurs du groupe H, comme suit: Œ 


(5) 
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(le tilde est mis pour souligner que la transformation correspondante 
ne se rapporte déjà plus à l). Il est important que tous les élé- 
ments f, u, v, w apparaissent maintenant sous le tilde, si bien que 


Hh= Hz H. 


Puisque x > 2"1 » x°2 définit une injection de H,, le groupe H 


apparaît comme image homomorphe de son propre sous-groupe H,. 
Autrement dit, Æ est infini. 

Montrons à présent que l'ordre de son élément quelconque est de 
Ja forme 2". Cela est évident pour les générateurs t, u, v, w: nous 
opérons donc par récurrence sur À — long. k. Supposons démontré 
que les éléments de longueur plus petite que À ont les ordres de la 
forme 2". On admet que À > 2 et que À se laisse mettre sous la 
forme spéciale 


h = lt ... «tx, (6) 


où les etoiles désignent comme. précédemment u, v, w (sinon nous 
aurions conjugué À par l'élément ? ou +). 

17 cas. On a € J,. Le produit (5) se décompose alors en quadru- 
plets txtx. En regardant le tableau (5), on remarque que chaque 


quadruplet de ce type se transforme en #t, t* ou + sous l’action de y, 
et p., si bien que 


long. L"1< Les < k. 


Par hypothèse de récurrence, k"1, k°2 sont des 2-éléments, donc À 
est un 2-élément, lui aussi. 

2° cas. On ah € H, et il y a au moins un facteur u dans la notation 
(6). Quitte à faire une conjugaison convenable, on suppose que u 
est précisément la première étoile. Puisque | H: H,|=2, on a 
h° € H,; en outre, k*° commence par le quadruplet tut*x et contient 
en son milicu le quadruplet fætu. En regardant le tableau (5), on 
remarque que {#iu se transforme en % sous l’action de ,, et que 
tut* se transforme en % sous l’action de «ç.. Par conséquent, 


long. (h?)*1 << k, long. (x?)*s <k, 


et il ne reste qu'à évoquer l'hypothèse de récurrence. 


3" cas. OnahéH,,il n'y a aucun facteur u dans (6) mais il y 
a au moins un facteur v. Quitte à faire une conjugaison convenable, 
on admet que v est précisément la première étoile. On a de nouveau 
h° € H,, mais cette fois-ci À° commence par le quadruplet {utx et 
admet en son milieu le quadruplet txtv. En regardant le tableau (5), 


on remarque que {vt* se transforme en ut sous l’action de œ,, tandis 
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que tx{v se transforme en tu sous l’action de P», aussi les deux mots 
(k2)°t contiennent-ils, dans leurs notations, un facteur u. Puisque 
long. (4°*)% S k, long. (}*)s< k, (7) 

on se retrouve dans le 2° cas que l’on vient d'examiner. 
4° cas. Onahé H,etiln'yaniu niv dans (6). On a alors k? € H, 
et kÀ* commence par le quadruplet twtw. En regardant le tableau (5). 
on remarque que ce quadruplet se transforme en vé sous l'action 
de p, et en ‘iv sous l’action de Fe. si bien que les deux mots (k°)°i 
admettent dans leurs notations un facteur v. Les inégalités (7) étant 


vérifiées comme précédemment, on retrouve le 3° cas ci-dessus. Le 
théorème est démontré. 


23.3.4. Exercice. Assimilant les générateurs £, u, v. uw du 
groupe À à des transformations de l'ensemble Æ des séquences de 
l'alphabet {1,2}, on peut les définir à l’aide des automates suivants: 


Tous les quatre automates sont représentés à l’aide d'un seul sché- 
ma, Car ils ne diffèrent que par les états initiaux (marqués par la 
lettre correspondante). En le comparant avec l’automate d’Aliochine 
a, on voit nettement comment le groupe } se laisse introduire dance. 
le groupe d’Aliochine en tant que section. 
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24.1. Définitions et exemples. On dit que le groupe vérifie la 
condition maximale (pour ses sous-groupes) ou est artinien si toute 
série décroissante de ses sous-groupes H, > H, >... devient 
stationnaire, i.c. FH, = H,3, = ...à partir d’un certain »#. On dit 
que le groupe vérifie la condition maximale (pour ses sous-groupes) 
ou est nœthérien si toute série croissante de ses sous-groupes H, < 
< H, < ... devient stationnaire, i.e. H, = H,4, =... à partir 
d'un certain A. 

Il va sans dire que tout groupe vérifiant la condition minimale 
doit être périodique, car un groupe cyclique infini ne vérifie pas cette 
condition. 
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2414.1.E xercice. La condition maximale revient à demander 
que tous les sous-groupes du groupe considéré soient de type fini. 

24.1.2. Exercice. Les conditions minimale et maximale sont 
‘conservées en passant aux sous-groupes, aux images homomorphes 
et aux extensions. 


Compte tenu de cet exercice et de la remarque évidente selon 
Jaquelle le groupe quasi cyclique C,+ vérifie la condition minimale 


{voir l'exercice 2.4.10) et le groupe cyclique infini Z la condition 
maximale, nous obtenons un exemple fondamental qui suit. 


241.3. Exemple. On appelle groupe de Tchernikov l'extension 
du produit direct d'un nombre fini de groupes quasi c y cliques (suivant 
des nombres premiers distincts en général) par un groupe fini (par 
produit de zéro facteurs, on sous-entend ici le groupe unité). Tout 
groupe de Tchernikov vérifie la condition minimale. Tout groupe 
presque polycyclique vérifie la condition maximale. 

Quelque invraisemblable que cela puisse paraître, mais on 
ignorait encore tout récemment si cet exemple canonique couvre 
tous les groupes vérifiant la condition minimale (problème de 
Tchernikov) et tous les groupes vérifiant la condition maximale 
(problème de Baer). bien que l'intérêt suscité par ces deux problèmes 
ne cessät de croître pendant les décennies qui apportaient des ré- 
ponses positives dans une classe de groupes après l’autre. La réponse 
définitive fut cependant négative dans les deux cas, ce que montre 
l'exemple de A.Ïlou. Olchanski (voir $ 2). La découverte de pareils 
exemples aura mis la dernière touche au tableau des résultats positifs 
obtenus antérieurement. Nous en mentionnerons deux, qui sont 
les plus significatifs: les groupes localement résolubles vérifiant 
la condition minimale pour les sous-groupes abéliens sont des groupes 
de Tchernikov (S.N. Tchernikov in: Aatem. sb., 1951, 28, n° 1, 
p. 119-129) ; les groupes localement finis vérifiant la même condition 
sont des groupes de Tchernikov (V.P. Chounkov in: Alguebra i 
loguika, 1970, 9, $ 5, p. 579-615). Le premier résultat sera démontré 
dans le texte (théorème 24.3.4); quant au second, sa démonstration 
est fondée malheureusement sur des renseignements trop spéciaux 
de la théorie des groupes finis simples et reste donc trop encombrante 
pour trouver sa place dans un ouvrage d'enseignement. 

Les groupes résolubles vérifiant la condition minimale trouvent 
leur description complète dans le 


24.1.4. Théorème (S.N. Tchernikov). Tout groupe résoluble 
G vérifiant la condition minimale est un groupe de Tchernikov (ou, selon 
la terminologie proposée par S.N. Tchernikov, un groupe extrémal). 


Démonstration. En vertu de la condition minimale, le 
groupe G contient un sous-groupe d'indice fini À qui, lui, ne contient 
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aucun sous-groupe d'indice fini. Puisque l’intersection de deux sous- 
groupes d'indice fini est encore d'indice fini, H est unique, donc 
normal. Si H est abélien, le groupe quotient H/HP 27, XF, X ... 
est fini pour tout p premier, donc À = HP, i.e. H est un groupe 
abélien complet. Conformément au théorème 9.1.6, il se décompose 
en produit direct de groupes quasi cycliques. En vertu de la con- 
dition minimale, leur nombre est fini. Le théorème est donc dé- 
montré pour G abélien. 

Supposons à présent que G soit un groupe infini non abélien. 
Choisissons dans À un sous-groupe normal abélien non trivial À 
(par exemple, le dernier commutant distinct de l'unité). Montrons 
que À est contenu dans le centre de H. En effet, À est un groupe 
abélien vérifiant la condition minimale; il ne contient donc, en 
vertu de ce qui précède, qu'un nombre fini d'éléments de chaque 
ordre donné. Cela revient à dire que tout élément a de À admet un 
nombre fini de conjugués dans À, d'où | H:Cy (a) | < ©. Puisque 
H ne contient aucun sous-groupe d'indice fini, on a 


Ca (a) — H, À < Z (H), 


ce qu'il fallait démontrer. 

Montrons maintenant que le sous-groupe Æ est nilpotent. Raison- 
nons par récurrence sur son degré de résolubilité 4. Puisqu'on a en 
vertu de ce qui précède A%-1) < Z (H), le groupe quotient H/Z (H) 
est résoluble de degré A — Î. Par hypothèse de récurrence appli- 
quée à G/Z (H), le groupe F/Z (H) est nilpotent; il en est donc de 
mème pour H 

Montrons enfin que À est abélien. Soit B un sous-groupe normal 
abélien maximal dans F. En vertu de ce que nous venons de montrer, 
B est contenu dans le centre de À; en vertu du théorème 16.2.6, 
il se confond avec son centralisateur dans H. D'où B = H, i.e. H 
est abélien. Le théorème est démontré. 


241.5. Exercice. La classe des groupes de Tchernikov 
est fermée pour la prise de sous-groupes, d'images homomorphes et 
d'extensions. 


Puisque les automorphismes des groupes de la forme 
Ce * Fr. Cs 


se représentent par des matrices de GL, (=,+) (exercice 5.1.4), l'étude 


des groupes de Tchernikov se trouve grandement facilitée par le 
résultat suivant: 


24.1.6. Exercice. Le groupe de matrices GL, (Z,) est pres- 


que sans torsion. En particulier, ses sous-groupes périodiques sont 
finis. 
14—1533 


210 CONDITIONS DE FINITUDE ICH. 8 


Indication. Le sous-groupe de congruence modulo p', i = 
= 1, 2,...,i.e. le groupe des matrices e “a p'a, a € M, (Z;+), est 
d'indice ol dans GL, (Z,œ) et est sans torsion, à l'exception du 
cas p — 2,i—1 (voir les exercices 4.2.7 et 5.1.5). 


En ce qui concerne les groupes résolubles vérifiant la condition 
maximale, ils trouvent leur description complète dans le simple 
théorème que voici: 


241.7. Théorème. Un groupe G est résoluble et vérifie la 
condition maximale si et seulement s'il est polycyclique. 


Démonstration. Nous avons déjà vu que la condition 
est suffisante (voir l'exemple 24.1.3). Montrons que la condition est 
nécessaire. Supposons que G vérifie la condition maximale et admet 
une matriochka résoluble finie 


1 = Go Lee LGn = GC. 


Puisque ses sections G;:,'G; vérifient la condition maximale, elles 
aussi (voir l’exercice 24.1.2), elles sont de type fini et se décomposent 
donc en produits directs de groupes cycliques (théorème 8.1.2). Cela 
permet de subdiviser la matriochka donnée de façon à obtenir une 
matriochka polycyclique. Le théorème est démontré. 


En démontrant les théorèmes 2 2%.1.4 et 24.1.7, nous avons décrit 
les groupes abéliens vérifiant les conditions minimale et 
maximale. Cette description, qui revêt une importance capitale, 
mérite d’être mentionnée à part: 


241.8. Exercice. Un groupe abélien vérifie la condition 
minimale si et seulement s'il se décompose en produit direct d’un 
nombre fini de groupes quasi cycliques et de groupes cycliques 
finis. En particulier, tout p-groupe abélien vérifiant la condition 
minimale est nécessairement de rang fini (voir le théorème 10.1. 16). 
Un groupe abélien vérifie la condition maximale si et seulement s’il 
se décompose en produit direct d’un nombre fini de groupes cy- 
cliques. 

241.9. Exercice. Compte tenu du théorème local de 
A.I. Maltsev 22.3.2 et du théorème de O.Iou. Schmidt 23.1.1, géné- 
raliser le théorème 24.1.4 sans modifier le schéma de sa démonstra- 
tion: tout RN-groupe vérifiant la condition minimale est un groupe 
résoluble de Tchernikov. 


24.2. Passage des sous-groupes abéliens au groupe résoluble. Nous 
nous proposons de montrer, dans ce n°, que la condition minimale 
ou maximale vérifiée pour les sous-groupes abéliens d'un groupe 
résoluble G est toujours vérifiée pour ses sous-groupes quelconques, 
ce qui veut dire que G est comme précédemment un groupe de Tcher- 
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nikov ou-un groupe polycyclique, selon le cas. La première chose 
qui vient à l'esprit est bien sûr la démonstration par récurrence sur 
le degré de résolubilité. Soit À le dernier commutant non trivial 
de G. Si nous réussissons à montrer que tous les sous-groupes abéliens 
dans G/A vérifient à leur tour la condition minimale (resp. maximale), 
il ne restera qu’à nous rappeler qu un groupe de Tchernikov (resp. po- 
lycyclique) reste tel dans toutes les extensions (voir les exercices 4.4.3 
et 24.1.5). On veut donc apprendre à montrer qu une propriété des 
sous-groupes de G reste vraie quand on passe au groupe quotient de 
G par son sous-groupe normal abélien 4. Ne pourrait-on pas « gref- 
fer » les sous-groupes de G/A sur G lui-même, afin que leurs propriétes 
soient héritées ? L'idéal. ce serait que À admette un supplémentaire 
dans G, i.e. qu il y ait dans G un sous-groupe X tel que 


G=XA, XANA=î 


(auquel cas l’on aurait X æ G/A). Nous allons voir que si l'idéal 
n'est pas toujours accessible, on peut en revanche garantir une 
« presque supplémentarité » qui sera justement notre outil prin- 
cipal. 

Soit À un sous-groupe normal dans G. Nous dirons que A est 
min-irréductible par rapport à G si tout sous-groupe normal À de G, 
contenu dans À et distinct de À est fini. Par dualité, nous dirons 
que À est max-irréductible par rapport à G si, pour tout sous-groupe 
normal À de G contenu dans À et distinct de 1, le groupe quotient 
A/H est périodique. (Une dualité parfaite consisterait bien sûr 
à demander que A/H soit fini. Or, dans les applications, la max- 
irréductibilité intervient le plus souvent sous cette forme affaiblie ; 
cela explique d’ailleurs pourquoi, dans le lemme qui va suivre, nous 
faisons plus de conjectures pour le cas de groupe max-irréductible et 
pourquoi la démonstration de ce cas est plus longue.) 


24.2.1.Lemme. Soit A SG; soient À, G/A tous deux abéliens ; 
soit À non central dans G. 

a) Si À est min-irréductible par rapport à G, il existe un sous- 
groupe X tel que 


G = XA et | X NA A | << oo. 


b) Si À est un groupe sans torsion de rang fini, max-irréductible 
par rapport à G, il existe un sous-groupe X tel que 


IG: XA]<oœo et XMA =. 


Démonstration. On peut admettre d'emblée que le sous- 
groupe À est infini, sinon l'on aurait le cas a) et il suffirait de prendre 
X = G. Choisissons dans G un élément zx tel que [4, x] 1 et mon- 
trons que son centralisateur X = C4 (x) est le sous-groupe cherché 
dans les deux cas. 11 est évident que l’application 0: a + [a, xl est 


12% 
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un endomorphisme de À. Mieux, il commute avec toutes les con- 
jugaisons de G, i.e. 


[a, xl = (af, rl pour tous a € À, g€G, 


car x“ = r (mod À) (en faisant intervenir les relations entre com- 
mutateurs établies dans le $ 3). 

a) Puisque Ker 8 << À et que À est min-irréductible par rapport 
à G. Ker 8 est fini ou. ce qui revient au mème, l'intersection X f À 
est finie. L'image A est alors infinie, d'où, en vertu de la min- 
irréductibilité, À = 4° = [4, x]. Il est clair maintenant que pour 
tout gE Gil existe un a € À tel que Î{g, rl = [a, x], d'où gar'E€ X 
et donc G — AX. | 

b) Puisque Ker 0 << 4, le groupe A/Ker 8 = A8 est sans torsion 
et À est max-irréductible par rapport à G, on a Ker 6 — 1 ou, ce 
qui revient au mème, À ff] À = Î. Ensuite. le groupe quotient 
A/A9 est fini en vertu de la proposition 7.2.3; soit m son ordre. 
Le groupe G induit dans À /A® (par conjugaisons) un groupe d’auto- 
morphismes isomorphe à G/C, où C = C; (A/A8), donc G/C est fini, 
lui aussi. SicEC,onalc, rl" € A9 —1[4, x]. Ensuite, 


[c”, rl =fc, xl" (mod [C, x, Cl), 
[C, x, CI (4, CI< (4, xl, 


si bien que [c", x] = [a, rl pour un certain a € À. D'où ca EX, 
c" € XA. Il s'ensuit que le groupe quotient G/XA est périodique ; 
il ne reste qu'à montrer qu'il est de type fini. 

Soient a;, ..., 4m les représentants des classes de À suivant le 
sous-groupe [4, xl. Pour tout j = 1, ..., m, choisissons dans G un 
élément g; tel que a; = [g;, rl, et si un tel élément n'existe pas, 
posons g; = 1. Pour tout g EÉGonafg, rl = a; [b;, xl, en choisissant 
convenablement à et b;, € À. Donc 


[gbi", xl = a; = (gi, x], 
d'où 
gbi'gi' EX, gEgr (£&:, .….. Em» À, À). 


Il est clair maintenant que le groupe G/XA est de type fini. Le 
lemme est démontre. 


24.2.2. Théorème (S.N. Tchernikov). Tout groupe résoluble 
G dont les sous-groupes abéliens vérifient la condition minimale est un 
groupe de Tchernikor. 


(Remarquons qu'en réalité S.N. Tchernikov a démontre dès le 
début un théorème beaucoup plus fort (24.3.4) dont 24.2.2 est un cas 
particulier. Comme quoi un exposé logique ne tient pas toujours 
compte de la chronologie des événements.) 
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és 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré 
de résolubilité du groupe G. Comme nous l'avons signalé au com- 
mencement de ce n°. il suffit de montrer que si G vérifie la condition 
minimale pour ses sous-groupes abéliens et À est son sous-groupe 
normal abélien, le groupe quotient G'4 vérifie à son tour la con- 
dition minimale pour ses sous-groupes abéliens. Remarquons à 
toute fin utile que la démonstration d'une proposition pareille pour 
le couple G, À se trouve grandement facilitée dans bien des cas si 
l’on décompose À en une matriochka G-permise. 


1—-A LA, <...< Ann = À. 


et si l’on considère ensuite le couple G, À,, puis le couple G'A,, 
A./A,, etc. 

Supposons d'abord que À soit fini et montrons que tout sous- 
groupe abélien Z/A de G/AÀ vérifie bien la condition minimale. Le 
croupe //C » (A) est fini, lui aussi (parce qu'isomorphe à un sous- 
groupe de Aut À) et, bien sûr, 4 < C x (A). Admettons donc que 
[A. B] — 1, sans que À soit nécessairement fini. Choisissons dans B 
un sous-groupe normal abélien maximal quelconque 47. Il est évident 
que À < M et, puisque B est nilpotent, on a M = C% (M) (voir le 
théorème 16.2.6). [l est facile de voir que l'application 


t: B/M — Ilom (4/;/A, À) 
définie par la loi 
(OM): zA — {r, b] 


est une injection (voir la définition de Ilom dans l'exercice 5.1.6). 
Puisque B (et même G tout entier) est périodique et que .V/ vérifie la 
condition minimale, il suffit de s'assurer que la partie périodique 
du groupe Iom (W/’A, A) est finie. D'après les résultats de l'exercice 
24.1.8, on a M/A — P & Q. où P est un groupe complet et Q un 
groupe fini; il suffit donc de vérifier que tout élément périodique 
p de Hom (M/4, À) opère trivialement sur ?, i.e. applique P dans 0. 
Or, il en est effectivement ainsi: si q envoyait un élément quel- 
conque x € P ailleurs que dans 0, l'homomorphisme #4 (pour tout 


n > 1) appliquerait les éléments de l'ensemble = dr aussi ailleurs 


que dans 0. 

Supposons maintenant que À soit infini. Décomposant 4 en 
une matriochka G-permise à sections primaires, finies ou complètes, 
nous remarquons qu il suffit de prendre le cas où À est un p-groupe 
abélien complet. Montrons que dans ce cas tout sous-groupe abélien 
B!A de G/A vérifie aussi la condition minimale. La proposition 
étant triviale pour À = 1, procédons par récurrence sur le rang de À. 
Supposons d’abord que À soit min-réductible par rapport à P, i.e. 
contienne un sous-groupe À B-permis propre complet non trivial. 
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Puisque tout sous-groupe complet est facteur direct dans un groupe 
abélien (théorème 9.1.4) et que le rang d un produit direct fini de 
p-groupes quasi cycliques est égal au nombre des facteurs, on obtient 
ce qui suit: 


B 


A 
Le 4/H < rang À 


H 
jrs H < rang À 
1 


Remontant la matriochka 1 & H < À, nous voyons que le rang 
du groupe B/A est fini. Soit maintenant À min-irréductible par 
rapport à B. On peut aussi admettre que {4. B] 1, le cas contraire 
ayant été discuté plus haut. En vertu du lemme 24.2.1, cas a), B ad- 
met un sous-groupe X tel que 


B=XA et |XNAÏ< oc. 


Conformément au cas que l’on vient d'examiner (À fini), le sous- 
groupe X vérifie la condition minimale, d'où il s'ensuit que B et 
B!A la vérifient, eux aussi. Le théorème est démontré. 


24.2.3. Théorème (A.Ïl. Maltsev). Tout groupe résoluble dont 
tous les sous-groupes abéliens vérifient la condition maximale est poly- 
cyclique. 


Démonstration. On suit le mème plan. Supposons que G 
vérifie la condition maximale pour ses sous-groupes abéliens; soit À 
son sous-groupe normal abélien; on se propose de montrer que le 
groupe quotient G/A vérifie, lui aussi, la condition maximale pour 
ses sous-groupes abéliens. 

Admettons d'abord, comme précédemment, que [A, B] = 1 (en 
particulier, le cas de À fini est couvert par cette conjecture). Soient 
M, + les mêmes que précédemment. Puisque 4//A et À sont des grou- 
pes abéliens de type fini, le groupe additif Hom (W/ÀA, À) est de type 
fini, lui aussi (voir l'exercice 8.1.8), ainsi que le groupe B/M plongé 
dans ce dernier. Par conséquent, B et B/A vérifient la condition 
maximale. 

Passant au cas général, on peut dire que À est sans torsion, car 
sa partie périodique À, est finie et on peut donc monter au-dessus de 
À, en vertu de ce qui précède. Montrons comme précédemment que 
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tout sous-groupe abélien B/A de G/A vérifie la condition maximale. 
La proposition étant triviale pour À = 1, procédons par récurrence 
sur le rang de À. Supposons d'abord que À soit max-réductible par 
rapport à B, i.e. qu'il existe dans À un sous-groupe B-permis non 
trivial À admettant un groupe quotient non périodique A/H. Soit 
T/H partie périodique du groupe A/H. Puisque le rang de tout 
groupe abélien de type fini sans torsion se confond avec sa dimension 
et que les dimensions s’additionnent par passage au quotient (voir 
l'exercice 7.2.2), on obtient ce qui suit: 


B 


A 


bu A/T<rang A 
T 


| T/H Sini 
H 


ne H < rang 4 
1 


Remontant la matriochka 1 << H < T < À, on remarque que le 
rang de B/A est fini. Soit maintenant 4 max-irréductible par rapport 
à B. On peut admettre aussi que [4, B] 1 (le cas contraire ayant 
été discuté plus haut). En vertu du lemme 24.2.1, cas b), il existe 
un sous-groupe À tel que 
|B: XA]<oœ et Xf =. 

Puisque le sous-groupe X = XA/À est abélien, il vérifie la condition 
maximale ; il en est de mème, par suite, pour XA. Par conséquent, 
B et B.A vérifient à leur tour la condition maximale. Le théorème 
est démontré. 


[1 y a lieu de signaler à toute fin utile que les théorèmes 24.2.2 
et 24.2.3 sont résumés par un théorème plus général : 


24.2.4. Théorème. Soit À un sous-groupe normal abélien 
du groupe G. Si G vérifie la condition minimale (resp. maximale) pour 
ses sous-groupes abéliens, le groupe quotient G/A vérifie, lui aussi, la 
condition minimale (resp. maximale) pour ses sous-groupes abéliens. 


24.25. Exercice. Un groupe résoluble dont tous les sous 
groupes abéliens sont finis est fini lui-méme. 


24.3. Sur les groupes localement résolubles. Dans ce n°. le théo- 
rème 24.2.2 sur les groupes résolubles sera étendu aux groupes locale- 
ment résolubles, acquérant ainsi un caractère aussi général que 
possible. Notons tout de suite que le théorème parallèle 24.2.3 ne se 
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prète pas à une généralisation pareille : on en discutera les raisons 
dans le paragraphe suivant, en décrivant un obstacle analogue pour 
les groupes de rang fini. 

Commençons par un cas particulier : 


24.31. Lemme. Tout p-groupe localement fini G vérifiant la 
condition minimale pour ses sous-groupes abéliens est un groupe résoluble 


de Tchernikor. 


Démonstration. a)En vertu du théorème 24.2.2, il suffit 
de montrer que G est résoluble. Etant donné qu'un groupe non réso- 
luble admet des sous-groupes dénombrables non résolubles, on peut 
admettre que G est dénombrable et non trivial. 

b) Le centre Z (G) de G est non trivial. En effet, étant dénombra- 
ble, G se laisse mettre sous la forme de la réunion d'une suite stricte- 
ment croissante de sous-groupes finis 1 < G, << G;:<<... Soit Z; = 
= Z(G;),i — 1,2,... Puisque le centre d'un p-groupe fini est non 
trivial (voir l'exemple 17.1.1), aucun des Z; n'est trivial. [ls engen- 
drent un sous-groupe abélien 


Z — gF (Zi, ZLss dé) 


qui vérifie donc la condition minimale. Compte tenu de la structure 

des groupes abéliens vérifiant la condition minimale (exercice 

24.1.8), nous voyons que les éléments z de Z vérifiant la condition 

2 = 1 forment un sous-groupe fini P. Puisque P < G; pour un 

certaini,onaP NZ; >zPNZ::,>..., don PNZ; —=PNZ;,:= 
. pour un certain j. Il est clair que 1 <P NZ, < Z (G). 

c) Tous les hypercentres de G sont résolubles. Supposons au 
contraire qu'un &-ième hypercentre &,G de G soit non résoluble, « 
étant le premier ordinal possédant cette propriété. [1 est clair que 
c'est un ordinal limite et qu'il est supérieur à zéro. Posons pour 
alléger l'écriture ZL =: &,G et choisissons dans Z un sous-groupe 
normal abélien maximal quelconque 1/7. Il est évident que ZL est un 
ZA-groupe, d'où, conformément à l'exercice 22.1.7, M = Cr (M). 
Soit A/M un sous-groupe normal abélien maximal dans L/VW. En 
vertu du théorème 24.2.4, le groupe A/.V vérifie la condition mini- 
male. 11 est évident que Af vérifie aussi cette condition et se laisse 
représenter sous la forme de la réunion d'une suite strictement crois- 
sante de ses sous-groupes finis M, << M, <<... normaux dans L. 
Puisque 


Ca) >2CAMa) 2... 
l’on aura à partir d'un certain à 
Cr (17;) —= Ci (M ;+)) = + — CA (47) — M. 


Le groupe A/M = AC, (M;) se plonge dans Aut M;, ce qui veut 
dire qu'il est fini. Donc, L/M (un ZA-groupe) est fini, lui aussi 
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(voir la dernière remarque de l'exercice 22.1.7). Par conséquent, 
L est résoluble. 

d) Le groupe G est résoluble. En effet, si CG << G, il ressort du 
théorème 24.2.4 que le groupe quotient G/£,G vérifie la condition 
minimale pour ses sous-groupes abéliens (on ne doit pas oublier que 
C4G est résoluble en vertu de c)). En vertu de b), le centre de ce groupe 
quotient est non trivial, d'où &8G << £+1G. Ainsi donc, la suite 
d'hypercentres {Ë:G} atteint G tout entier, donc, toujours en vertu 
de c), le groupe G est résoluble. Le lemme est démontré. 


24.3.2. Lemme. Soient G un groupe localement fini, p un nom- 
bre premier, S — X/Y une section deG,et S, < S,< ... une suile 
strictement croissante infinie de p-sous-groupes finis de S. Il existe 
alors dans X une suite strictement croissante de p-sous-groupes finis 
P, < P; <<... tels que 


Dép ils Le l2; 


Démonstration. Choisissons un représentant dans chaque 
classe suivant Ÿ faisant partie d'une section (finie) S;. et considé- 
rons le sous-groupe F; engendré par ces représentants. Puisque G 
est localement fini, f'; est fini et l'on a de toute évidence S; = 
= F;Y/Y. On peut admettre que F, < Fa: SL... Choisissons un 
p-sous-groupe de Sylow P; dans chaque F; de telle sorte que P, < 
< P,; <<... Puisque, dans les homomorphismes des groupes finis, 
l'image de tout sous-groupe de Sylow est encore un sous-groupe de 
Sylow (exercice 11.3.4) et que le passage au quotient de F; par F; N Y 
donne un p-groupe (isomorphe à S:;), on obtient P; (F; N Y) = F:. 
Il devient clair que F;Y — P;Y et que P, << Ps: <<... 


24.3.3. Le mme. Soit G un groupe localement fini. S'il vérifie 
la condition minimale pour ses sous-groupes abéliens, il n'admet aucune 
section abélienne élémentaire infinie. Si tous les sous-groupes de Sylow 
sont finis dans G, il en est de même dans toutes les sections de G. 


Démonstration. Supposons que G vérifie la condition 
minimale pour ses sous-groupes abéliens et admet une section abé- 
lienne élémentaire dénombrable $S. Soit S, << S, <<... une suite 
strictement croissante de sous-groupes finis de S dont la réunion est 
égale à S, et soit P, < P, <<... la suite de p-sous-groupes de G 
qui correspond à la suite précédente en vertu du lemme 24.3.2. 
Puisque le groupe P — |} P; vérifie la condition minimale pour ses. 
sous-groupes abéliens, P est un groupe de Tchernikov (lemme 24.3.1).. 
Cela revient à dire que les rangs de tous les ?; sont bornés. Or, cela 
est impossible, car les rangs des $; ne sont pas bornés. Quant à la 
seconde proposition du lemme, elle est immédiate en vertu du 
lemme 24.3.2. 
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24.3.4. Théorème (S.N. Tchernikov). Tout groupe locale- 
ment résoluble vérifiant la condition minimale pour ses sous-groupes 
abéliens est un groupe résoluble de Tchernikov, 


Démonstration. Soit G un groupe localement résoluble 
vérifiant la condition minimale pour ses sous-groupes abéliens. En 
vertu du théoreme local de A.I. Maltsev 22.3.2, G admet une RJ]- 
matriochka. Soit -# une ÆRI-matriochka non subdivisible de G. 
Il est évident que chaque section S de :# est un groupe abélien pério- 
dique Aut-simple, aussi S est-il un groupe abélien élémentaire 
{voir l'exercice 5.2.8). De plus, il est fini en vertu du lemme 24.3.3. 

Soit R le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes. quasi 
cycliques dans G. Puisque R ne contient aucun sous-groupe d'indice 
fini (voir l'exercice 2.4.10). il stabilise e#, i.e. induit un groupe 
d’automorphismes unité dans chaque section S de -#. Il admet donc 
une matriochka centrale (voir l'exercice 22.1.5). Etant localement 
fini, À est localement nilpotent. En vertu de l'exercice 18.1.5 et du 
lemme 24.3.1, R est un groupe de Tchernikov ; puisqu'il ne contient 
aucun sous-ceroupe propre d'indice fini, À est un groupe abélien. 

Le groupe quotient G/R ne contient déjà aucun sous-groupe quasi 
cyclique. En effet. raisonnons par absurde et supposons qu'il existe 
un sous-groupe de ce type Â'R, i.e. qu'il existe dans G des éléments 
1 = a,, as, ... tels que 


H = gr (a. a;, ...)-R 
et 


al, =a;(mod R), i=1,2,... 


Le groupe }, opérant par conjugaisons dans À, induit des auto- 
morphismes dans À. S'il y avait dans À au moins un automorphisme 
non identique, on pourrait. en prenant l'élément de /? déplacé par 
l’automorphisme en question et en ajoutant tous les éléments de 
méme ordre de À. obtenir un ensemble fini 47 sur lequel Æ opère de 
façon non identique. Le sous-groupe Æ, de tous les éléments de 
opérant sur 4/ de façon identique contient À et est d'indice fini 
dans H. Puisque HA/H, = (H'R);:(H$'R) et que H/R ne contient 
aucun sous-groupe propre d'indice fini, il y a contradiction. Il s en- 
suit que H commute avec RÀ élément par élément. Ceci noté, rem- 
plaçons les éléments 1 = a,,a.,... par des éléments 1 = b,,b,,... 
tels que 


b; = 4; (mod R), bi. —= b;, l = 1, 2, ... 


En effet, supposons que les b,, . .., b; soient déjà construits et que 
aka = iris, 1 ER. Choisissons dans À un élément x;+1 tel que 
zh =r,; et posons b;4, = ajsitiis. Îl est clair que b,:, = 
= 4j+, (mod À?) et bi, = b;. Les éléments b,, b., . .. ainsi cons- 
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truits engendrent évidemment dans G un sous-groupe quasi cyclique 
non inclus dans À, ce qui contredit le choix du sous-groupe R 

Puisque, en vertu de ce qui précède, le groupe G/R ne contient 
aucun sous-groupe quasi cyclique et vérifie la condition minimale 
pour ses sous-groupes abéliens (théorème 24.2.4), tous ses sous- 
groupes abéliens et tous ses sous-groupes de Sylow sont finis (voir 
l'exercice 24.1.8 et le lemme 24.3.1 respectivement). Montrons que 
G!/R est fini lui-même. 

Soit donc G un groupe localement résoluble dont tous les sous- 
groupes abéliens et tous les sous-groupes de Sylow sont finis. Il 
s’agit de montrer que G est lui-même un groupe fini. Puisque tout 
groupe infini contient des sous-groupes dénombrables, il suffit de 
montrer que G n’est pas dénombrable. Supposons au contraire que G 
soit dénombrable. Etant localement fini (voir l'exercice 24.2.5), G 
se laisse mettre sous la forme de la réunion d'une suite strictement 
croissante de sous-groupes finis G, << G: <. 

Puisque chaque G, est fini et résoluble, il contient un D,-SOUS- 
groupe normal abélien élémentaire A, (voir l'exercice 19.1.7). Si, 
parmi les nombres premiers p,.p:,...,0n ne trouve qu'une quantité 
finie de p, distincts. il est possible de construire une sous-suite parti- 
culière dans laquelle on peut admettre que tous les p, coïncident 
avec un certain p. Soit 


A = gr(4,. As, ...) = A4, ... 


Puisque les sous-groupes de Sylow dans G sont finis, À est fini. Or, 
on trouve alors parmi les sous-groupes 4,. 4,, ... une infinité de 
A, qui coïncident, i.e. G admet un sous-groupe normal abélien 
élémentaire fini A.. 

En vertu de l'exercice 24.2.5 et du lemme 24.3.3, tous les sous- 
groupes abéliens et tous les sous-groupes de Sylow dans le groupe 
localement résoluble G/X, sont encore finis. Reprenons notre raison- 
nement précédent en mettant G/X, à la place de G. S'il existe dans 
G/K, un sous-groupe normal abélien élémentaire fini X./K,, nous 
répéterons le raisonnement pour G/ÆA., et ainsi de suite. Finalement, 
ou bien nous construirons dans G une suite strictement croissante 
infinie de sous-groupes normaux finis À, << Ka <..., ou bien 
nous aboutirons à un groupe quotient G/K;, pour lequel l'extraction 
des groupes 4, implique une suite de nombres premiers p, contenant 
une infinité de termes distincts. 

Plaçons-nous dans le premier cas et considérons le groupe À — 
—= |) À;. Pour tout p premier il n'admet qu'un nombre fini de sec- 
tions À;+,/K; d'ordres divisibles par p (car les sous-groupes de 
Sylow de G sont finis), d’où il ressort que l’ensemble x (A) de tous 
les diviseurs premiers des ordres des éléments de Æ est infini. Ensuite, 
pour tout p E x (A) l’ensemble des éléments d'ordre p dans Æ est 
fini, car tous les p-sous-groupes de Sylow de Æ sont contenus dans un 
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K;. Soient p, Ex (Æ), a, un élément d'ordre p, dans K, et C, — 
= Cx (a). Puisque 


|K:C;|= ai |< 0 


(voir le théorème 2.5.6), l’ensemble x, = x (C,) est infini, lui aussi. 
Choisissons dans x, un élément p, — p, et dans C, un élément a, 
d'ordre p,. Puisque le sous-groupe 


Cu == Cr (ai a3) = Cx (@) N Cx (a2) 


est d'indice fini dans À, l'ensemble x, -- x (C.) est infini. Choisissons 
dans x, un élément p, = p,. p, et dans C’, un élément a, d'ordre p;, 
etc. Nous obliendrons par ce procédé des éléments a,, a:,. .. d'ordres 
respectifs p,. Pa, . . ., qui commutent deux à deux. Puisque ces élé- 
ments engendrent un sous-groupe infini. le premier cas est impos- 
sible. 

Passant au second cas. supposons que la suite p,, p,.... contient 
une infinité de nombres distincts déjà pour G lui-même. On peut 
faire mieux et admettre que les p,, p:, . . . sont eux-mêmes tous dis- 
tincts. sinon il suffirait d'éliminer les groupes G, qui correspondent 
aux p, répétés. 


De la suite de groupes À,, À4,. . .. on ne peut extraire aucune 
suite infinie de groupes cycliques. En effet. supposons au contraire 
qu'une sous-suile pareille A4. Àx,, . .. existe. Posons 


B; -- gr (4x, An sole ] = 14 2: PR 


Puisque le groupe B, admet une matriochka normale B, > B, >... 
à sections cycliques, son commutant B; admet une matriochka cen- 
trale (voir l'exercice 22.1.6). Etant localement fini, le groupe P; 
est localement nilpotent et se décompose donc en produit direct de 
ses sous-groupes de Sylow (voir l'exercice 18.1.5). Or, ses sous-groupes 
de Sylow sont cycliques, i.e. 21 est abélien. Ainsi donc. le groupe P, 
est résoluble et par suite, fini (voir l'exercice 24.2.5). Or, cela est 
en contradiclion avec la définition même de 2. 

Ainsi donc, le nombre des groupes cycliques est au plus fini 
parmi les À,, 4,,...;on peut donc admettre qu ils y sont absents. 
Puisque À; et À ; sont des groupes abéliens élémentaires non cycliques 
des périodes différentes pour i # j, leur produit 4;4; contient, 
d’après les résultats de l'exercice 6.1.6, un élément d'ordre p;p;; 
il s'ensuit que les groupes 4;, À; admettent des éléments permu- 
tables a;, a;distincts de. l'unité. Considérons l’ensemble des couples 


(Zi, Zi), Où x E Ay, ZE Ai Titi = Tilu 


i = 2, 3,... Puisque le groupe À, est fini, il existe une infinité de 
couples 


(b;, Zi) (O1: Lis) .. 
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où le premier élément reste le même. Il existe donc dans À, un élément 
b, distinct de l'unité dont le centralisateur dans G contient un sous- 
groupe infini Ÿ, où b, n'intervient pas. Etant donné que , vérifie 
les mêmes conditions que G, il existe dans W, un élément b, 1 dont 
le centralisateur dans G contient un sous-groupe infini V. où b, 
n'intervient pas, et ainsi de suite. Il est évident que les b,, b,,... 
commutent deux à deux et engendrent un sous-groupe infini. Or, cela 
est impossible, car tous les sous-groupes abéliens de G sont finis. 
Le théorème est démontre. 


On trouve dans [35] une théorie générale des groupes dont le 
système de sous-groupes possède des propriétés données. Cette théorie 
est développée depuis les années 40 par S.N. Tchernikov, un des 
fondateurs de la théorie des groupes contemporaine, et par ses 
disciples. 


$ 25. La finitude du rang 


25.1. Exemples. Considérons d'abord quelques groupes concrets 
intéressants et calculons la valeur numérique de leur rang ou au 
moins majorons-le. 


25.1.1. Exemple. Soient p un nombre premier, m, r deux 
entiers naturels, m => 2. A l'exception du cas de p = 2, k = 1, tous 
les sous-groupes de congruence principaux 

P,=GL,(Z;m, pR£pm), k=1, 2, ..., 
du groupe GL, (Z,m) sont de rang n° (on voit donc que le rang ne 
dépend ni de p, ni de m, ni de k). 

En effet, de la description des groupes P, donnée dans l'exercice 
4.2.8, il ressort que P,,., est un espace vectoriel de dimension #*° 
sur un corps commutatif de p éléments; il suffit donc de montrer 
que pour p > 2 le rang du groupe P, est inférieur à n° et que pour 
p = 2 le rang de P, est inférieur à n°. Les deux cas se traitant de 
façon analogue, nous nous bornerons à examiner le premier (p > 2). 

Soit À un sous-groupe quelconque de P,; il s’agit de montrer 
que À est engendré par n° éléments tout au plus. Soient , les homo- 
morphismes décrits dans l'exercice 4.2.8. I] est évident que 


HV E(HN PE... LH Pan)" = H (| Pme 


Choisissons dans l’espace vectoriel H f\ P,,-, une base a;,, ..., a, 
telle que ses s, premiers éléments forment une base dans H®, ses s, 
premiers éléments forment une base dans (4H f P,)%:, etc, 05 < 
<...<s< 1. Soit m,; le plus grand nombre pour lequel l'équa- 


mm 
tion zP ! = a; admette une solution dans H, par exemple b,. Mon- 
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trons que À est engendré par les éléments b,, ..., b,. Supposons 
démontrée l'inclusion 


HN Pex1 < gr (b;, ..., b,) ; 


soit rE H fN P,. On a alors r°*= v (..., a;. ...), où v est un mot, 
is. Il est clair que 
mitR+I-m 
S=v(..:,:0? , ...)y. yEHAPys. 
et que par suite À N P, << gr (b,. ..., b,). On conclut alors par 
récurrence que #7 est inclus dans gr (b,,..., b,) et se confond donc 


avec ce dernier groupe (l'inclusion inverse est évidente). 


25.1.2. Exercice. Faire la démonstration pour p = 2, 
k> 1. 


25.1.3. Exemple. Le rang d'un p-sous-groupe de Sylow de 
GL,(Zym) est inférieur" à 0 (n) = + (on — 1) nr (indépendant de m). 


En effet, ce p-sous-groupe de Sylow P est décrit — à une conju- 
gaison près — dans l'exercice 11.3.3. Soient les P, les mêmes que 
précédemment (exercice 25.1.1). Considérons la suite de sous-groupes 
P > P,> P4 Isomorphe à UT, (p), le groupe quotient P/P, 
admet une matriochka normale à sections abéliennes de rangs x — 1, 
n —2,..., 1 (voir l’exemple 16.1.2). Le groupe quotient P,/P, 
est soit trivial, soit abélien élémentaire de rang n°. Enfin, P, est soit 
trivial, soit de rang n° conformément à l'exemple 25.1.1. De là et du 
théorème 4.1.7, il ressort que le rang de P est inférieur à 2n° + 


+n—1)+in—-2)+...+1—=0 (n). 


25.1.4.E xemple. De quelle façon la finitude du rang affecte- 
t-elle les propriétés locales du groupe, telles que la nilpotence locale ? 
la résolubilité locale ? Rappelons pour comparer que, par exemple, 
un groupe localement résoluble soumis à la condition d'être linéaire 
devient résoluble (exercice 21.1.6) ; par contre, il existe des groupes 
localement nilpotents linéaires qui ne sont pas nilpotents (exem- 
ples ?). Nous allons montrer que la condition de finitude du rang ne 
fait pas nécessairement d'un groupe localement nilpotent un groupe 
nilpotent, ni d’un groupe localement résoluble un groupe résoluble. 

Soit en effet n un entier naturel =>3. Considérons le produit 
direct de groupes de congruence : 


G = I GL, (Z m(p}? PEmtp) 


dans lequel p parcourt tous les nombres premiers, m (p) —=.p'(P) et 
les Z (p) ne sont pas bornés dans leur ensemble. Puisque les facteurs 
de ce produit sont des p-groupes finis (voir la démonstration du 
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théorème 14.2.2), G est localement nilpotent. D'autre part, en vertu 
de la formule (9) du $ 3 


sl+1 


Lie(p2),  (p)=tis(p2) 


pour des à, j, À différents; il s'ensuit que les degrés de résolubilité 
des facteurs ne sont pas bornés dans leur ensemble et, par conse- 
quent, G ne peut pas être résoluble. Ensuite, conformément à l'exer- 
cice 2.3.4 et à l’exemple 25.1.1, le rang de G est fini, à savoir: égal 
à n° 


251.5. Exemple. Si À est un p-groupe abélien de rang finir, 
tout p-sous-croupe D de son groupe des automorphismes est fini et 
le rang de D est inférieur à 0 (r) (voir l'exemple 25.1.3). 

Il est clair que l'exemple 25.1.3 n'intervient pas ici d’une facon 
accidentelle: il représente exactement le cas particulier de notre 
proposition où À est une somme directe de r = x groupes cycliques 
de même ordre p”. Il suffit de réduire la proposition générale au 
cas particulier, ce que nous ferons tout de suite. 

Tout d'abord, en accord avec l'exercice 10.1.16 on a 4 = B ® C 
(en notation additive), où B est un groupe fini et C une somme directe 
d’au plus r groupes quasi cycliques. Soient p! le plus grand ordre des 
éléments de B, et 4, le sous-groupe des éléments de À qui vérifient 
l'équation 


pl'z=0, où l’= max (/, 2). 


Il est évident que 4, est fini et Aut-permis (et mème End-permis} 
dans À. Montrons que si ® € ® et q opère identiquement sur 4,, 
on à p = 1. En effet, puisqu'on a B < À,, l’automorphisme 
laisse de les éléments de B : il ne reste donc qu’à montrer que 
@ Îc = 1. 

D'après les résultats de l’exercice 5.1.4, à l’automorphisme q | 
est associée une matrice & sur l’anneau des entiers p-adiques, telle que 


æ =e (mod p*), 


car œ laisse invariantes toutes les solutions de l'équation p#r = 0 
(e est la matrice unité). Si «  e, la matrice «& doit être un élément 
d'ordre infini (voir l'indication à l'exercice 24.1.6), ce qui contredit 
la périodicité du groupe D. On a donc om = 1 

Il résulte de ce qui précède que l'application associant à chaque 
automorphisme œ € ® sa restriction @, au sous-groupe (Aut-permis 
fini) À, est un isomorphisme. i.e. E æ ®,, où ®, est le groupe de 
tous les p, de ce type. On peut donc admettre dès le début que À 
est fini. 
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Soit À une somme directe de groupes cycliques d'ordres pi, ... 


..., pr, et soit m — max (m,, ..., m,). Plongeons À dans une 
somme « homogène » 


A* = (a)... ({a,) 
de termes de même ordre p", en posant 


À = (pha,) ® ... © (phra,), 


où k;=m—mii—=1,...,r. Pour chaque automorphisme q de À 
On a 


Gas) p= Das (p) (pa)), (1) 

où «;, (p) sont des entiers convenablement choisis. On comprend que 
&;3(p) =Bi; (œ) p 

où f;; (æ) sont aussi des entiers. Soit 
ais (p) = Bis (op) p 

Un calcul matriciel bien simple montre que a* — ô-l46, où 


a = (œ;j(p)), a*— (aiÿ(p)), 6 = diag (ph, ..., pAr). 


max Œsohp-h; 
? 


max Ce}, Rp-k; 


Si maintenant ® ED et qP = 1, on a ar —=e modulo le tapis 
d'idéaux 
(P"1) ... (p77) 


Conjuguant cette relation par la matrice Ô, nous remarquons qu'on a 
{a*)r" = e modulo le tapis transposé 


(p”+) ... (p"1) 


(pr) 58 (74) 


Par conséquent, en élévant la matrice (æ*)”" à la puissance p”, 
nous Obtenons la matrice unité modulo p" (cf. la démonstration du 
théorème 14.2.2). Cela revient à dire que «* est une matrice d'ordre 
fini; en particulier, elle est inversible. La matrice «* définit un 
automorphisme œ@* du groupe « homogène » A* par la formule 


ap" = 2 œij(p) age 


Il ressort de (1) que æ* prolonge ® du sous-groupe À dans le groupe 
A* tout entier. Il y a plus: si o*,#* sont deux prolongements quel- 
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conques d’automorphismes , Ÿ de ®, alors @*ÿ* prolonge l’auto- 
morphisme qy et, pour les mêmes raisons que précédemment, est un 
p-élément. Il s'ensuit que l'ensemble D* de tous les œ* pris pour tous 
les ç € D est un p-groupe d'automorphismes de 4*. En vertu de 
l'exemple 25.1.3, le rang du groupe D* est inférieur à 6 (r), aussi le 
rang de son image homomorphe ® ne peut-il jamais être supérieur 
à ce nombre. 


25.2. Passage des sous-groupes abéliens au groupe résoluble. Nous 
démontrerons, dans ce n°. un théorème d'importance capitale : 


25.2.1.Théorème (M.I. Kargapolov). Tout groupe résoluble 
dont les sous-groupes abéliens sont de rang fini est lui-même de rang 
Jini. 

Compte tenu des considérations de récurrence exposées dans le 


paragraphe précédent à propos des théorèmes 24.2.2 et 24.2.3, nous 
démontrerons ce théorème sous la forme suivante: 


25.2.2. Théorème. Soit À un sous-groupe normal abélien 
d’un groupe G. Si les rangs des sous-groupes abéliens de G sont finis, 
ceux des sous-groupes abéliens du groupe quotient G/A le sont aussi. 


Commençons par démontrer quelques lemmes. 


24.2.3. Le mme. Soit À un sous-groupe normal abélien périodi- 
que de G. Si À est de rang fini et GlA contient un sous-groupe abélien 
libre de degré dénombrable, alors G contient de même un sous-groupe 
abélien libre de degré dénombrable. 


Démonstration. Soitx,A,z.4,... une base dénombra- 
ble dans un sous-groupe abélien libre de G/À, et soit À;; = gr (x;,, x). 
En vertu du lemme 3.2.2, le commutant 4;; du groupe À;; est engen- 
dré par tous les éléments conjugués du commutateur [zx;, x;l. Puis- 
qu'ils sont tous contenus dans À et qu'un groupe abélien de rang 
fini ct de période finie est fini (exercice 10.1.16), le commutant 4;, 
est fini. Conformément à l'exercice 3.1.4, l'indice de son centralisa- 
teur dans 4,;; doit être fini, si bien que À;; est centralisé par un élé- 


ment z;t, n;,>0. En particulier, 
n n 
[zs, z;U, r;U]=1, 


d'où l’on déduit par récurrence sur m (compte tenu des relations 
entre commutateurs du $ 3) que 


mm n 
ETF EAU) ] = [Tr z;U}", m = 4, 2, ee 
En particulier, pour m—|A{;| on a [zx,, z;t/"]=1. Posons 


mi = Nil Ails Ma = A1 et my = Mijmes . .. Mi, 
181533 
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pour j > 1. Il est clair que gr (x/', x; ?, . . .) est un groupe abélien 
libre de degré dénombrable. Le lemme est démontré. 


Passons maintenant aux groupes localement finis. Nous aurons 
besoin tout d’abord du lemme 24.3.1 auquel il est commode de 
donner l’énoncé suivant : 


25.2.4. Lemme. Un p-groupe localement fini dont tous Les 
sous-groupes abéliens sont de rang fini est un groupe résoluble de 
Tchernikov. 


En effet, pour les p-groupes abéliens la condition de finitude du 
rang et la condition minimale coïncident (voir l'exercice 24.1.8). 


25.2.5. Lem me. Soient G un groupe localement fini dont tous 
les sous-groupes abéliens sont de rang fini, et p un nombre premier. 
A lors 

a) Les rangs des p-sous-groupes de Sylow de G sont finis et bornés 
dans leur ensemble, 

b) les rangs des p-sections de G sont inférieurs à s,, où s,, est le maxi- 
mum des rangs des p-sous-groupes de Sylow de G, 


C) Sp + (5a, + 1) a», où a; est le maximum des rangs des 
p-sous-groupes abéliens de G. 


Démonstration. a) En vertu du lemme 25.2.4, les rangs 
de tous les p-sous-groupes de Sylow du groupe G sont finis ; montrons 
qu'ils sont bornés dans leur ensemble. Supposons au contraire 
qu'il existe une suite de p-sous-groupes finis P,, P,, ... de rangs 
illimités. Il existe alors une suite analogue pour laquelle chaque 
Q, = gr (P,,..., P;) est un p-groupe. En effet, si les P,,..., P; 
sont déjà choisis de telle façon que Q; est un p-groupe, alors un sous- 
groupe conjugué de P,+, est inclus dans le même p-sous-groupe de 
Sylow de Q,:, que Q, (en vertu du théorème de Sylow 11.1.1 appliqué 
au groupe fini Q;:.,). Remplaçons P;;, par son conjugué; il s'ensuit 
que @;+, est lui aussi un p-groupe. Les P,, P,, ... ainsi modifiés 
engendrent un p-sous-groupe. En vertu du lemme 25.2.4, son rang 
est fini, alors que ceux des sous-groupes P,, P,,...ne sont pas bornés: 
contradiction. 

b) De toute évidence, il suffit de considérer les p-sections fi- 
nies de G. Si L/M est une telle section, on a ZL — XM, où X est 
un sous-groupe fini. Soit P son p-sous-groupe de Sylow. Puisque 
l'homomorphisme X — XM/M envoie un p-sous-groupe de Sylow 
sur un p-sous-groupe de Sylow (voir l'exercice 11.3.4), on a 


L = XM = PM, (2) 
d'où 
rang L/M <rang P< sp. 
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c) Soit P un p-sous-groupe de Sylow de rangs, dans G. Puisque P 
est un groupe de Tchernikov (voir le lemme 25.2.4), il contient un 
sous-groupe normal abélien maximal M tel que P/M est un p-groupe 
fini. Par ailleurs, P est un ZA-groupe (voir la démonstration du 
lemme 24.3.1), donc, conformément à l'exercice 22.1.7, P/A admet 
une image isomorphe dans Aut "M. Puisque le rang de M est inférieur 
à 4», on a en vertu de l'exemple 25.1.5 


rang PIM&O(a,)=+ (5a,—1)a,. 
Enfin, en vertu du théorème 4.1.7 on a 
Sp Lan +0 (a) = _ (a, + 1)a,. 
Le lemme est démontré. 


25.2.6. Exercice. Dans les conditions du lemme 25.2.5, 
chaque p-section de G est un groupe de Tchernikov. 


25.2.7. Le mme. Soient G un groupe localement fini, À son sous- 
groupe normal, produit direct de ses sous-groupes de Sylow, et G/A un 
groupe abélien. Si les rangs des sous-groupes abéliens de G sont finis, 
G est lui-même de rang fini. 


Démonstration. a)On peut admettre que les sous-groupes 
de Sylow S,/A de G/A sont finis pour tout p premier. En effet, tout 
S,/A est un groupe de Tchernikov en vertu de l'exercice 25.2.6, si 
bien que son rang coïncide avec celui de la couche inférieure S5/4, 
i.e. d’un sous-groupe maximal de période p. En montrant que le 
rang d'un groupe 

G*=gr (S;|p premier) 
est fini, nous démontrerons par là même la finitude des rangs de À 
et G*/A, donc aussi de G/A (voir l’exercice 2.3.4) et finalement de G 
tout entier. 

b) Les sous-groupes de Sylow sont conjugués dans G, ainsi que 
dans tout sous-groupe de G. En effet, tout p-sous-groupe de Sylow 
Gp; de G doit contenir l'unique p-sous-groupe de Sylow 4, de À. 
Puisque G.,,/4, est fini, on a G,,;, = Xh;4p, où X,, est un p-groupe 
fini (voir fa démonstration de la formule (2) ci-dessus). Si Y ,;, Y»; 
sont deux p-sous-groupes de Sylow du groupe fini gr (X,4, Xp5) qui 
contiennent X ,,;; À»; respectivement, on a 


Gp; YptAps Gpj = YpfA p 


donc, en vertu du théorème de Sylow 11.1.1, Get G,; sont conjugués 
dans G. 

c) Il suffit de montrer que G — TA pour un sous-groupe 7 qui 
se décompose en produit direct de ses sous-groupes de Sylow T;. 


15° 


pl? 
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En effet, si A, est le sous-groupe abélien de plus grand rang dans un 
Th, tous les H,, de ce type engendrent un sous-groupe abélien qui 
doit être de rang fini, par exemple de rang r. En vertu du lemme 
25.2.5, c), le rang de chaque 7, reste inférieur à ; (Gr + 1)r, d'où 
il ressort que le rang de T est fini (voir l'exercice 2.3.4). Pour les 
mêmes raisons, le rang de À et, par suite, de G tout entier est fini 
de mème. 

d) Construisons le sous-groupe 7 demandé. 

Soit p, = 2, Pa = 3, ... une suite de nombres premiers: soit 
S;/A un p;-sous-groupe de Sylow dans le groupe G/A. Considérons 
deux suites de sous-groupes 

G=N>N >... 
et 
PE Pass 
où P;:, est un p;:,-sous-groupe de Sylow du groupe W;, 
Nita = Na (Pis), 


et montrons que G = V;A pour tout i = 0,1,2,... Le cas de i = 0 
est trivial; passons donc de à à à + 1. Il est évident que ?;,,, est un 
Pi+.,-sous-groupe de Sylow de l'intersection W, N S;+, normale dans 
N;; donc, en vertu du lemme généralisé de Frattini 17.1.9, 
Ni = Ni (Nil Sir). 
Or, 
Ni Siti = Pis (Ni N À), 


Car la section (W; M S:41)/(Ni NN A) est un p-groupe fini (voir la 
déduction de la formule (2)). D'où 

Ni = Ni (Ni 4) 
et G = V,4 = N;;,4 comme demandé. 


D'après les résultats de l'exercice 25.2.6, le groupe P; vérifie 
la condition minimale, si bien que la suite de ses sous-groupes 


MNPIZzNNP:I2 
est stationnaire, i.e. on obtient 
Nec 1 Pi = Nue N Pi =. 


à partir d'un certain À (i) > i; désignons ces intersections par 7;. 
Sik>k(i) et P est un p;-sous-groupe quelconque de W,, alors P 
normalise le sous-groupe P, (car NV, < Nu S Ni), d'où 


PLNRPI=T,: 
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et donc 7’; est l'unique p;-sous-groupe de Sylow du groupe N,.”Il 
s'ensuit que [7;, T;] = 1 pour i - j et que par suite le sous-groupe 


To gr(l;is; Ti: s::) 


est produit direct de ses sous-groupes de Sylow T,, T,, .. 

Le groupe T est celui qu'on cherche. En effet, il ne reste qu'à 
s'assurer que G = TA. Puisque G = gr (S,, S,, ...) À, il suffit 
de démontrer l'égalité S; = T;A. Or, 


Si = (Nid) NS; = (Y, N Si) À, 


et si *À > k(i), on obtient 
NyNSi:i = Ti (Nr N À) 


(voir la déduction de la formule (2)). On a donc bien S;, = T;4. 
Le lemme est démontré. 


Démonstration du théorème 25.2.2. Il suffit 
évidemment d'examiner les deux cas extrèmes où À est un sous-groupe 
périodique ou un sous-groupe sans torsion, car dans le cas général 
on peut remonter la matriochka 1 < A, < À, où À, est la partie 
périodique du groupe À. 

Supposons d’abord que À soit périodique, et montrons que les 
rangs des sous-groupes abéliens du groupe G/ÀA sont finis. Supposons 
au contraire que G/A admette un sous-groupe abélien B/A de rang 
infini. En vertu du lemme 25.2.7, sa partie périodique B,/A doit être 
de rang fini, si bien que le groupe sans torsion B/B, doit être de rang 
infini. Alors B/B, est aussi de dimension infinie sur = (sinon il 
serait plongé dans la somme directe finie QG ® ...@ G dont le 
rang est fini) et contient donc un sous-groupe abélien libre de degré 
dénombrable. En vertu du lemme 25.2.3 appliqué successivement 
aux couples B/A, B,/A et B, À, le groupe B lui-même doit contenir 
un tel sous-groupe. Or, cela contredit la finitude des rangs des sous- 
groupes abéliens de G. 

Plaçons-nous dans le second cas où À est sans torsion. Montrons 
que là encore, tout sous-groupe abélien B/A du groupe G/A est de 
rang fini. Nous adopterons le même schéma et les mêmes notations 
que pour les théorèmes 24.2 2.2 et 24.2.3 ci-dessus (voir page 213). 
Sil4,B| = 1,ilsuffit des’ Acsürer. conformément au schéma retenu, 
que le groupe Hom (/A, A)est de rang fini. Puisque M/A et À sont 
deux groupes abéliens de rang fini et que À est sans torsion. le 
groupe Hom (W/A, À) est isomorphe à un sous-groupe du groupe 
additif des matrices (rectangulaires) sur le corps €, i.e. il est de 
rang fini. 

Dans le cas général, procédons par récurrence sur le rang du groupe 
À (pour À = 1 la proposition est triviale). Supposons d'abord que À 
soit max-réductible par rapport à B, i.e. qu'il contienne un sous- 
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groupe B-permis non trivial # de groupe quotient apériodique A/A. 
Soit T/H la partie périodique de A/H. Puisque le rang d’un groupe 
abélien sans torsion de rang fini coïncide avec sa dimension et que 
les dimensions s’additionnent par passage au quotient (voir l'exercice 
7.2.2), on obtient ce qui suit: 


B 
A 

rang A/T< rang À 
T 

T/H périodique 
H 


rang H< rang À 


1 


En remontant la matriochka 1 < H << T < À, nous voyons que le 
groupe B/A est de rang fini. Supposons maintenant que À soit max- 
irréductible par rapport à B. On peut admettre ensuite que (4, B] 
Æ 1, car le cas contraire vient d'ètre discuté. Alors, en vertu du 
lemme 2.2.1, b), il existe un sous-groupe X tel que 


]B: XA|<oœ et X ff À = 1. 


Etant abélien, le sous-groupe X = XA4/A est de rang fini, de même 
que les sous-groupes X A et B. Or, le sous-groupe B/A doit alors 
être de rang fini. Le théorème est démontré. 


25.3. Sur les groupes localement résolubles. Comme nous l'avons 
déjà noté au commencement du n° 24.3, ni le théorème 24.2.3 ni le 
théorème 25.2.1 ne s’appliquent aux groupes localement résolubles, 
à la différence du théorème 24.2.2; nous le montrerons au moyen 
d'un exemple. 


25.3.1. Exemple (lou.l. Merzliakov). Il existe des groupes 
localement polycycliques sans torsion dont toutes les sections abé- 
liennes sont de rang fini, mais les rangs des sous-groupes abéliens 
ne sont déjà pas bornés dans leur ensemble. 


Pour construire de tels groupes, introduisons la notion de +#- 
déformation. Nous considérerons des triplets de la forme (G, À, a), 
où G est un groupe, À son sous-groupe normal d'indice fini, qui est 
un groupe abélien libre de degré strictement positif fini (si bien que, 
dans le cas examiné, le degré de liberté coïncide avec le rang du 
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groupe), et a une base donnée dans À. Soit x une suite finie d’entiers 
naturels premiers entre eux deux à deux ; la longueur de x coïncide 
avec le rang de À ; Æest le produit des nombres dans %. Désignons par 
A* le sous-groupe engendré par les éléments de a élevés à des puis- 
sances correspondantes de x, et par 4° le sous-groupe des puissances 
k-ièmes des éléments de À. 

Soit D, un polynôme circulaire d'ordre k, 


Dr) = 2 — cat... — cn. 
Ici nr = œ (k), où œ est la fonction d’Euler. La matrice 


C3 +. Cnr Cn) 


0 
{ 1 0 ) 


admet D, comme polynôme caractéristique et engendre donc dans le 
groupe GL,(Z) un sous-groupe cyclique d'ordre k. 

Puisque A/A* est aussi un groupe cyclique d'ordre k, il admet 
une représentation fidèle par des puissances de la matrice &,. Soit © 
la composée de cette représentation et de l’homomorphisme canonique 
À — A/A*. Puisque l'indice »m = | G: À |est fini, la représentation 
6: À —> GL,(Z) induit la représentation ©: G — GL,\(Z) d'après 
la loi suivante (voir la fin du n° 17.2): on prend des représentants 
quelconques u,,...,u" dans les classes de G suivant À et on pose 
g° = ((ui'gu;)°) pour g EG; ici x° = 0 pour x É À. 

Prenons maintenant un groupe abélien libre B & Z”"” et admet- 
tons que ©: G —+ Aut B. Soit G* = GB l'extension de B par le 
groupe G qui opère sur B conformément à ©. Il est évident que le 
sous-groupe A* — A*B est normal et d'indice fini dans G* et est 
un groupe abélien libre de rang fini. Choisissons dans 4 * une base 
a* qui commence par les puissances k-ièmes des éléments corres- 
pondants de a. Le triplet (G*, A*, a*) s'appelle x-déformation du 
triplet (G, À, a) et se note symboliquement par 


(G, A, a) = (G*, A, o*). (3) 


25.3.2. Exercice. Montrer que si a € À et af 6 A* pour tout 
gEG,onaCz(a) = 1. 


25.3.3. Lemme. Si un entier naturel composé k se divise 
par un nombre premier mais ne se divise pas par son carré, on a 


det (1 — Ch) 1. 
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Démonstration. Ajoutons à la première colonne de la 
matrice 1 — &, ses autres colonnes et développons le déterminant 
de la matrice obtenue suivant sa première colonne ; nous voyons que 
det (1 — &,) = ®, (1) (pour k quelconque). Appliquons maintenant 
la formule 


z" —1— [] Du (2) 
dikh 


(voir par exemple [38]). Soit À = pl, où p est un nombre premier 
qui ne divise pas /. Alors 


ch —1—(z!—1). [l pa (x). 
d| | 
Dans le cas particulier où Z est premier, on a 
xl) gl(P-2) 4, + xp 4 =D, (x) ®, (x). 


Posant ici x = 1, on obtient ®, (1) = 1. Dans le cas général le 
raisonnement reste le même mais on procède par récurrence sur le 
nombre des diviseurs de L. 


25.3.4. Lemme. Soit k un entier naturel « square-free » (voir 
page 156), et t un entier naturel quelconque. La matrice EË est conjuguée 
dans le groupe GLyx)(C) avec le produit tensoriel Eyya ® 1otays Où 
d = (k,t),1,, la matrice unité d'ordre m. Si k/d est un nombre composé, 
on a det (1 — &£) = 1. 


Démonstration. Tout d’abord 
1e Le. 4 diag (E1, e. Eq(a))» 


où — symbolise la conjugaison dans GL,44, (€) et la diagonale réunit 
toutes les racines primitives k-ièmes de 1. [Il est clair que pour d = 1 
on a &i — &,. Soient maintenant d > À et k = dk,, t = dt,. On 
voit sans peine que 


Ch — En © lota)- 


Elevant les deux membres de cette relation à la f,-ième puissance 
et tenant compte de la remarque précédente, on obtient la première 
proposition demandée. La seconde résulte immédiatement de la 
première en vertu du lemme 25.3.3. 


Construisons à présent les groupes dont il a été question dans 
l'exemple 25.3.1. 

a) Construction des groupes demandés. Tout d'abord, faisons 
la suite v,, v,, . . . de toutes les suites d’entiers, stationnaires sur 0. 
Soient G, un groupe polycyclique, presque abélien, sans torsion, À, 
son sous-groupe abélien libre d'indice fini, a, une base dans À,;. 
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Au départ du triplet (G,, 4,, a,), construisons la suite des défor- 
mations 

LA *Xn 
(G:, À;; a)... = —(G,, A5 an)... 


et passons à sa « limite ». Supposons en effet qu’un triplet (G,, 4,,, a,) 
soit déjà construit ; soit a’i le produit des éléments de a, élevés à 
des puissances correspondantes de v; (les composantes indiciées par: 
des nombres plus grands que la longueur de a, ne sont pas utilisées). 
On comprend aisément que l'ensemble des éléments 


(aŸ)8, gEGr, i=1,2,...,n, (&) 


est fini. Choisissons comme *, une suite finie de nombres « square- 
free » premiers entre eux deux à deux, de telle façon que le groupe 


A" ne contienne ni éléments de (4) distincts de l'unité, ni leurs 
puissances d’exposant premier (pour que cette condition soit vérifiée, 
il suffit de demander par exemple que tous les nombres de x, soient 
composés et que leurs diviseurs premiers soient plus grands que les. 
modules des coordonnées des éléments de (4) dans la base a,). La 
construction d’un (x + 1)-ième triplet s'opère maintenant à partir 
de la définition de la x,-déformation, i.e. du triplet composé de 


Gr = Gnbns Ant = AB, (5} 


et d'une base quelconque a,., de À,+, commencée par les puis- 
sances k,-ièmes des éléments correspondants de a,. Ici k,, B, ont 
le même sens que k et B dans la définition de la déformation (3). 

Soit G« la déformation limite du triplet (G,, A,, a) par rapport. 
à la suite des séquences %,, #2, . . ., i.e. la réunion de la suite des. 
groupes emboîtés G, << GG: <L... Nous allons montrer que G%« 
est le groupe cherché. En effet, compte tenu de (5), on s'assure facile- 
ment par récurrence sur # que tous les G, sont des groupes poly- 
cycliques, sans torsion, de rangs finis. Ainsi donc, G+ est un groupe 
localement polycyclique sans torsion et contient des sous-groupes 
abéliens 4, dont les rangs croissent à l'infini. Il reste à vérifier que- 
les rangs des sections abéliennes de G+ sont finis. 

b) Pour tout élément kÀ 1 de G+ il existe un entier naturel 
n (h) tel que pour tout nr => n (k) on trouve un élément a, E gr (h) f 
N 4, dont aucune puissance d'exposant premier ne figure dans les 
sous-groupes (A*r}*, g € G,. Plusexactement, si k€ G,et hs: 4: 
= at et si v, présente des zéros dans toutes les positions à partir 
de la (ja, | + Î)-ième, on peut poser nr (k) — max (s, t). En effet, 
soit n >5s, t et 


Zn — k\ G, AIR h, : Pres. 
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Il est évident que a, = at € A,. D'autre part, puisque tn 
on a par construction de x, pour tout p premier 


a} — (ant}P é (An)#, g£ Gh- 


c) Passons à la démonstration proprement dite de la finitude des 
rangs des sections abéliennes de G+. Soient # un sous-groupe non 
trivial de G+, et H° son commutant. Il suffit de montrer que 


rang H/H" < rang Gçu 


où 7 (A) est min x (h) pour tous les h € H, h 1. Soit n (H) = I. 
Ï1 suffit de montrer que le rang de tout sous-groupe de type fini dans 
H/H" est inférieur à celui de G, ; sans diminuer la généralité, on peut 
donc admettre que # est lui-même de type fini et contient toujours 
un h, tel que nr (4,) = L. En particulier, H < G, pour un assez grand 
> 2. 

* Puisque Gs = GiBiB;41 . « . B,_, le groupe G, admet une ma- 
triochka normale finie 

G, =D, >D;>...>0D, — 1; 


ou 
D, = ByBn+y ce. Bou n=1l,1+1,...,, 5 — 1. 


Cette matriochka induit dans 47 la matriochka 
H=H,,>H,;>...2H,=1, où 4, =H/fND,, 
‘et dans H/H° la matriochka 
HIH'= Hi1>H>...>H,=1, où H, = H,H'IH". 


Nous montrerons qu'on a en effet H,/Ha+ = {pourn =1i,l+1,... 
..,s—1, i.e. que H, — 1 et H/H° & H,_/H,. Puisque H,./H,; 
est une section de D,_,/D, = G,, on obtient la majoration cherchée : 
rang H/H°< rang G.. 
d) Soit donc [< n <s. Appliquant deux fois le théorème 4.2.4, 
on obtient 
Hal Hnn © H nH'1H; +4" S Hn/Hy+4; (HN H") = 
= (4 ND,)/(4" N D;) (HN Don) & 
= (4 N D,) Dh +1/(H° n D) Dy+i œ(H ñ Dh)" n/(H° n D :) n, 
où x, est ka projection naturelle D, — B,. Pour alléger l'écriture, 
introduisons les notations 
= (HN D,)"r, M = (HN D;)". 


Il reste à montrer que L — M. Cette proposition étant immediate 
pour L = 1, supposons que L 1. 
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Soient bEL, b=h"r, hEHND,, i.e. 
h =b (mod D,:,), bEB,. 
Puisque # (h,) — Z (voir le commencement de c)), ilexiste un élément 
hy € gr (Ro) N An tel que 
hp € (AS) 
pour aucun p premier et aucun g € G,. 
Remarquons que 
Rrhh,) 1h = Th, RE HN D, (6) 
et 
h;'hh, =h5bh, (mod D, +;). 
Si U, - : «> Um Sont les représentants des classes de G, suivant 4,, 
on a par construction de G,+; 
hab = bhn, 


où l'élément b est écrit par une ligne de Z"*%%n), | 


a transformation 
linéaire hk, par la matrice 
e pen _! 
diag ((u5h,u,), e 5 (um m)°) 


et o est la composée de l’homomorphisme canonique À, —> A4,/A5n 
et de l’isomorphisme subséquent sur le groupe (£4 ). En vertu de (b) 


Lin, 1 =b (1 — hn) (mod Dh+3). (7) 


En vertu du lemme 25.3.4, les déterminants des blocs 1 — (u;'k,u;)° 
sont égaux à 1, d'où 
det (1 — Àn) = 1. 


En vertu du théorème 8.1.1 les groupes abéliens libres B,, L admet- 
tent des bases compatibles 


b,, CCE ZX | b,, b,+1s e. +. 7 Di, (8) 
Mb, ce Mb, (9) 


où mn, sont des entiers non nuls. Puisque Z est k,-permis, la transfor- 
mation { — h, fait passer la base (9) à sa Z -enveloppe linéaire et, par 
suite, fait revenir le groupe L* = gr (b,,..., b,) à lui-même. Nous 
voyons que cette transformation s'écrit dans la base (8) par une 
matrice entière à moitié désintégrée, donc 


det (4 — h,)lz = det ( — h,}lye = +1. 
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Cela signifie que 
LA—R,) = L. 


De là et des relations (6), (7) il découle que ZL = A, ce qui achève 
la démonstration. 


Remarquons que les groupes G+ possèdent aussi d'autres pro- 
priétés intéressantes : 


25.3.5. Proposition. Chacun des groupes G+ est localement 
résoluble mais ne possède pas la propriété RNY, car chaque RN*-sous- 
groupe (en particulier, chaque sous-groupe abélien) de G+ est contenu 
dans un G;. 


Démonstration. a) Les normalisateurs et les centralisa- 
teurs dans G+<. Montrons tout d'abord que 


N Gnu (M) = Nc, (M) CB, (M) pour M < G:. (10) 


En effet, soient des g €G,, b E B, tels que MS° = AJ. Puisque 
LV, b-1] << B, et que d'autre part 


LM, b1 & MM = MU <G,, 


on à [M,b71] = 1. D'où b EC (M), 8 € Vo, (M) comme demandé. 
Ensuite, conformément à l'exercice 25.3.2 et par construction 
de x,,ona 


CB, (an!) = Î pour ait 1, in. (11) 


b) Soit À un sous-groupe non trivial de G+«, traversé par la suite 
sous-normale transfinie croissante 


H=H <<. LH sis <<, 


i.e. H,  H,+, pour tous les ordinaux transfinis « << y et H, — 
— (U À, pour les ordinaux limites a < y. Si H est contenu dans un 
B<a 


G,, il existe un n = ny tel que À, < G,. 

En effet, soit a 1 un élément de l'intersection À f\ À,. Sup- 
posons que a admette dans la base a, des coordonnées u,, ...,u, 
et que la suite v = (u,, ..., u,, O0, . . .) soit indiciée par ft, i.e. 
v = v,. Montrons que x — max (s, {) est le nombre cherché, i.e. 
H, < G,. Supposons démontré que F4, < G, pour tous les f << a < 
< y et montrons que HA, < G,. Cela est évident pour a limite; 
soit donc & un ordinal transfini non limite. [1 suffit de verifier que 


Nc: (Has) = N6, (H,-,) pour [>n, 
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ou, compte tenu de (10), que 


CB, (Ha) =1 pour I>n. (12) 

Or, 
Cu, (Ha-) Cp, (8) <Ca, (es *"" ta), (13) 
En vertu du choix des bases données on a a"sr-"l1 — a, si 


hien que (13) et (11) donnent lieu à (12). 
La proposition 25.3.5 est complètement démontrée. 


Ces exemples n'arrivent cependant pas à dissiper le doute; pour- 
quoi, des trois théorèmes 24.2.2, 24.2.3 et 25.2.1 parallèles d'après 
leur énoncé et le schéma de la démonstration, le premier se laisse 
généraliser pour les groupes localement finis et les deux autres non ? 
Le doute disparaît quand on considère l’important théorème suivant 
démontré par Iou.M. Gortchakov (DAN SSSR, 1964, 156, n° 1, 
p. 17-20): tout groupe périodique, localement résoluble dont les sous- 
groupes abéliens sont de rangs finis est lui-même de rang fini. Ainsi 
donc, le parallélisme — et la paix dans l'âme — se rétablissent très 
facilement : chacun des trois théorèmes en question a lieu pour les 
groupes périodiques, localement résolubles (nous laissons 
au lecteur le soin de discuter le dernier cas (facile) du théorème 24.2.3), 
et aucun des théorèmes n'a lieu pour les groupes sans torsion. On 
peut bien sûr répliquer que la famille des groupes vérifiant la con- 
dition minimale pour leurs sous-groupes abéliens ne contient que 
des groupes périodiques et ne contient aucun groupe sans torsion, 
ni même un groupe mixte : en effet, telles sont les mœurs austères 
de cette famille, découlant de sa définition même. 


APPENDICE 


QUELQUES RAPPELS D’ALGÈBRE, DE LOGIQUE 
ET DE THÉORIE DES NOMBRES 


$ 26. Sur les algèbres nilpotentes 


La relation entre la nilpotence d’un groupe et celle d'un anneau, 
mentionnée rapidement dans le texte, joue en réalité un rôle de 
premier plan, enrichissant tant la théorie des groupes que la théorie 
des anneaux. Nous donnons ici quelques notions sur les algèbres 
nilpotentes, nécessaires à l’étude des groupes engéliens (n° 18.3). 
Dans le premier n° nous établirons les définitions principales et 
nous verrons ce que devient la nilpotence lorsqu'on passe canonique- 
ment de l'algèbre associative à l’algèbre de Lie et inversement. Le 
deuxième n° sera consacré à la construction de nil-algèbres non 


nilpotentes. 


26.1. Nilpotence d’une algèbre associative et d’une algèbre de Lie. 
Soient À un corps commutatif et À un anneau (on ne demande ni que 
soit commutatif, ni que la multiplication dans À soit associative). 
L'anneau À est appelé algèbre (linéaire) sur k si pour tous «a € k, 
a € À il existe un élément «a € À et si cette « multiplication par un 
scalaire » est liée aux opérations dans k et À par les relations sui- 
vantes : 


(a + B)a = aa + Ba, 
(af) a = & (Pa), 
1a = a, 
a (a + b) = aa + ab, 
a (ab) = (aa) b = a (ab). 
Ici «, B sont deux éléments quelconques dans #, 1 l'unité du corps 
k, a, b deux éléments quelconques dans À. On dit que l'algèbre À 
est associative si 


(ab) c = a (bc) pour tous «a, b, cE À. 
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On dit que À est une algèbre de Lie si 
ab + ba =), 
(ab) c + (bc) a + (ca) b = 0 


pour tous a, b, c € À. 

Le lecteur n'aura aucune peine à saisir l'importance de l'asso- 
ciativité. Quant aux algèbres de Lie, elles peuvent sembler de prime 
abord un peu artificielles. Or, en réalité elles sont tout aussi naturel- 
les que les associatives : chaque algèbre associative admet une asso- 
ciée, à savoir: une algèbre de Lie qui se déduit par un procédé 
canonique. Soit À l'algèbre associative. Si a, b sont ses éléments, 
l'élément (a, b) = ab — ba s'appelle leur commutateur (annulaire). 
Comme en théorie des groupes, on peut dire que le commutateur 
est la mesure de la non-commutativité (cf. n° 3.2). On vérifie sans 
difficulté qu'un ensemble À muni d'opérations d'addition, de com- 
mutation et de multiplication par des scalaires de À est une algèbre 
de Lie, dite associée à A. L'autre source d’algèbres de Lie — les 
groupes de Lie — a été mentionnée dans le texte. 

Soit maintenant dans l'algèbre associative À un sous-espace Z 
fermé par rapport à la commutation (si bien que, dans l’algèbre de- 
Lie associée, L est une sous-algèbre de Lie). La sous-algèbre asso- 


ciative L engendrée dans l'algèbre associative À par l'ensemble L 
s'appelle algèbre associative enveloppante de l'algèbre de Lie Z. 

Un élément a de l’algèbre linéaire À est appelé nilpotent (pour 
ainsi dire « nul en puissance ») si a" = 0 pour un certain #, générale- 
ment dépendant de a, et pour une disposition arbitraire des paren- 
thèses dans a”. L’algèbre À est dite nilpotente s'il existe un n tel 
que &, ...a, —= O0 pour tous a, ... a, € À et pour une disposition 
arbitraire des parenthèses dans le premier membre. Le plus petit n 
possédant cette propriété s'appelle le degré de nilpotence. Comme nous 
l'avons indiqué dans le texte, un exemple d'’algèbre associative nil- 
potente est fourni par l'algèbre des matrices trigonales à diagonale 
nulle. 


26.1.4. Exercice. Toute algèbre nilpotente de type fini est 
de dimension finie. 

26.1.2. Exercice. Une algèbre de Lie Z est nilpotente si et 
seulement si l’on trouve un #7 tel que (... ((a,a.) az) ...) a, = © 
pour tous a;,, ...., a, € L. 


La nilpotence est-elle conservée quand on passe de l'algèbre 
associative à l’algèbre de Lie et inversement, plus exactement pen- 
dant les opérations d'association et d'enveloppement ? Dans le sens 
direct, la réponse est facile : on comprend que pour une algèbre asso- 
ciative À nilpotente de degré n, l'algèbre de Lie associée sera nil- 
potente de degré <n (le signe d'inégalité ne peut pas être supprimé). 
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Au contraire, l'enveloppement ne conserve pas cette propriété, 
puisqu'il existe des algèbres associatives non nilpotentes dont les 
algèbres de Lie associées sont nilpotentes : telle est par exemple l’al- 
gèbre À de toutes les matrices trigonales d'un ordre nr à diagonales 
constantes. Un autre exemple: la somme directe B d’algèbres nil- 
potentes {-engendrées dont les degrés de nilpotence croissent indé- 
finiment. 

La cause de la non-nilpotence de À saute aux yeux : les éléments 
isolés de À ne sont même pas tous nilpotents au sens associatif. À con- 
dition que les éléments soient associativement nilpotents et que 
l'algèbre de Lie « enveloppée » soit de type fini, la propriété de nil- 
potence sera conservée après l’enveloppement : 


26.1.3. Théorème. Soient À une algèbre associative et L 
un sous-espace de À fermé par rapport à la commutation. Si l'algèbre 
de Lie L est nilpotente et de type fini et si chacun de ses éléments est 


nilpotent au sens associatif, l'algèbre associative enveloppante L est 
nilpotente. 


Démonstration. Soient e,, ..., e, les générateurs de 
l'algebre de Lie L. Appelons-les commutateurs générateurs de poids 1, 
et si l’on connaît déjà des commutateurs générateurs c, d de poids 
u, v, appelons le commutateur (c, d) commutateur générateur de 
poids u + v (on voit donc que le poids ne dépend pas seulement de 
l'élément mais aussi du mode d'écriture). Soit r le degré de nil- 
potence de l'algèbre de Lie Z. Cela signifie que les commutateurs de 
poids =>n sont nuls, aussi l’ensemble des commutateurs générateurs 
non nuls est-il fini. Ordonnons cet ensemble par croissance des poids, 
et si les poids sont les mêmes, par un procédé quelconque: c,, cs, . .. 


..., Cr. Par définition, cé — 0 pour un certain n;. Montrons que 


l'algèbre associative L est nilpotente de degré au plus égal à N — 
= n(n, +... + n,). Pour le faire, il suffit évidemment de vérifier 
que tous les ci, ... c;, = 0 


Nous dirons que la longueur du produit c;,...c41, est le nombre 


m; son poids, la somme des poids des facteurs ; son désordre, tout cas 
de succession de facteurs ...c;...c;...où i > j; sa caractéristi- 
que, le couple (m, t), où t est le nombre des désordres. Disposons les 
caractéristiques dans l'ordre lexicographique, i.e. posons (m, t) < 
< (m’, t”) chaque fois que m< m' ou que m=m',t<t". Il est 
évident que toute suite de caractéristiques strictement décroissante 
est stationnaire. 


Si le produit Ci, - Ciy de poids & admet un désordre c;c;, il 


suffit de remplacer ce dernier par cjc; + (c:, c;) pour obtenir une 
somme de deux produits de même poids mais de caractéristiques infé- 
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rieures. Donc, au bout d’un nombre fini de remplacements de ce 
type, on obtiendra une somme de produits 


cpu. cg}, où ji... <j, et tous les m,>1. 


J] ne reste qu’à remarquer que pour w >> NN les produits indiqués sont 
nuls. En effet, pour w > N'onaunm, > n;., auquel cas ca = (0. 


Le théorème est démontré. 


Avant de terminer ce n°, citons un résultat sur le type fini pour 
les anneaux qui rappelle l'exercice 14.3.2 pour les groupes. Bien 
que la nilpotence n’intervienne pas explicitement dans son énoncé, 
ce résultat est très utile pour l’étude de la nilpotence, ce qui justifie 
son apparition ici. D'autre part, nous en aurons besoin ailleurs 
(voir $ 21). 

Rappelons qu’un groupe abélien À pour l’addition est appelé 
module à gauche sur l'anneau x si pour tous a € k, aE A on a un 
aa € À et si les quatre premiers axiomes de Ja liste citée tout au 
début du paragraphe sont vérifiés. Un module à droite se définit d’une 
façon analogue. Si À est muni d'une structure de module à gauche 
et à droite sur kÆ et si (œa) B = « (af) pour tous a, BEk, aC À, 
on dit que À est un bimodule sur k. On appelle annulateur du bimo- 
dule À sur k l’ensemble de tous les & € k tels que 


aa = 0, ax = 0 pour tout a € À. 


Soient À un anneau associatif (pas nécessairement commutatif), 
M une partie de X, s un entier naturel. Alors M° désigne le sous- 
groupe du groupe additif de X, engendré par tous les produits de s 
éléments de M. 


26.1.4. Théorème. Soit I un idéal d'un anneau associatif K 
de type fini. Si le groupe additif KII est de type jini, l'idéal I est de 
type fini et tous les groupes additifs K/1°, s = 1, 2,..., sont de type 
Jini, eux aussi. 


Démonstration. a) Choisissons dans le groupe additif 
de l'anneau X un sous-groupe de type fini À tel que 


K = A +1, K engendré par À. (1) 


Soit J’ l'idéal engendré dans X par l'intersection Z f] (4 + 4. 
La somme À + 7” est un sous-anneau. En effet, si a, a, € A,ona 
en vertu de (1) a,a, = a Fe i,aC A,iElI. On a évidemment i € I', 
si bien que aa E À +1 

D'où X = À +1" (voir (1)). Puisque A est de type fini, le 
groupe additif X/1° l’est aussi, de même que son sous-groupe 1/1". 


lfa 16—1533 


220 APPENDICE 


De la définition de l'idéal 7’ on voit qu’ilest de type fini, car À + 4° 
est un groupe additif de type fini. Par conséquent, l'idéal Z est de 
type fini. 

b) L’anneau X opère sur le groupe additif 7Z/1° par multiplications 
à gauche et à droite, en transformant ce groupe en bimodule sur X. 
Il est clair que Z est contenu dans son annulateur, si bien que 7/1? 
peut être considéré comme un bimodule sur X/] ; en outre, il est de 
type fini en vertu de a). Puisque le groupe additif K/I est de type 
fini, le groupe additif 7/1? l’est aussi. Par récurrence sur 7 on voit 
que tous les groupes additifs X/1°" sont de type fini. Enfin, pour 
tout silexiste un 7 tel que 2" => s, si bien que tous les groupes additifs 
K/I° sont de type fini. Le théorème est démontré. 


26.2. Les nil-algèbres non nilpotentes. Nous ne considérerons, 
dans ce n°, que des algèbres associatives. Si tous les éléments d’une 
algèbre sont nilpotents, elle s'appelle une nil-algèbre. Une des ques- 
tions de fond de la théorie des nil-algèbres est la suivante : une nil- 
algèbre associative de type fini est-elle nilpotente ? Pour les algèbres 
de dimension finie, on a obtenu depuis longtemps la réponse positive ; 
or, Si la condition de dimension finie n'est pas imposée à priori, 
E.S. Golod a montré que la réponse sera négative. Plus exacte- 
ment, E.S. Golod a construit pour tout corps commutatif k et tout 
d > 2 une algèbre non nilpotente sur Æ à d générateurs, telle que 
toutes ses sous-algèbres à d — 1 générateurs sont nilpotentes (Zzv. 
AN SSSR, série math., 1964, 28, n° 2, p. 273-276). Sa construction 
permet de donner les réponses à quelques questions importantes rele- 
vant de la théorie des groupes. Le but que nous nous donnons dans ce 
n° consiste à décrire cette construction. 

Soit F = kf{xz,, . .., ra} un anneau de polynômes sur un corps 
commutatif À en variables non permutables z,,...,2x,. Il est évident 


que F se décompose en somme directe F, 8 F, 8...,où F, &k, 
Fr _. un espace vectoriel engendré sur k par d' monômes Zy,Ti, : - 
as . Les polynômes de F, sont dits homogènes de degré n. Un 


idéal É “de l'anneau F est dit homogène s’il est engendré par des poly- 
nômes homogènes (de degrés différents en général). 


26.24. Exercice. Un idéal Z est homogène si et seulement 
si, avec son élément quelconque, il contient toutes ses composantes 
homogènes, i.e. si 


atl,a=a, +... + &n, any € Fnys His ss ins 
implique que tous les a,, € I. 


Soient 1, f2, - . . des polynômes homogènes non nuls de F aux 
degrés croissants =>2, le nombre r, des polynômes de chaque degré 
donné nr étant fini. Soient Z un idéal engendré par les éléments 
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fisfes +. ., et À = FI. Il est évident que 4 = 4,8 4, ...,0ù 
An = (Fhn + 1)/I. En particulier, 4,&2F,&k, A, = F\, car les 
polynômes jf; sont de degrés =>2. L'élément fondamental de la 
construction décrite est l’algèbre quotient F/I par un idéal Z. En 
préparant cette construction, nous allons établir un critère de sa 
dimension infinie. 

Considérons une série de puissances formelle 


8—=1—dt+ D st”, 
n=2 


où les s, sont des entiers. On comprend sans peine que la série inverse 
sera 


gi D Ynt” 
N=0 
où 
Yo= 1; y =d, 


Un = dYn-1— À) Siÿn-ir n=2, 3, ... 
4m 2 


26.2.2. Théorème (ES. Golod). Soit F = k{x;, ..., ta} 
un anneau de polynômes sur le corps commutatif k en variables non 
permutables x,,...,zxa. Soient f,, f., . . . des polynômes homogènes de 
F aux degrés croissantes =>2, et I un idéal engendré par eux. Si le 
nombre r, des polynômes de degré n parmi f, f», . . . est inférieur à s, 
et si tous les coefficients de la série 8-1! sont positifs, l'algèbre FII 
est de dimension infinie. 


Démonstration. a) Soit a, la dimension de l'algèbre 
quotient À, = (F, + 1)/1 considérée comme un espace vectoriel 
sur À. Pour démontrer ce théorème, il suffit de s'assurer que la série 


a= > a,t" 
n=0 
n'est pas un polynôme. Soit 
t—1—dt+ Sort; 
n=2 


supposons démontré que les séries t-! et ra ont les coefficients 
positifs (nous le ferons un peu plus tard). Puisque tit = 1, ona 


vi(1+ 2, rnt)=1+ridt. 
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On voit donc que t-! n’est pas un polynôme. Par suite, a = 1-1. ta 
n'est pas un polynôme, elle non plus. 

b) La série t-1 a les coefficients positifs. En effet, on a en vertu 
des propriétés évidentes des opérations sur des séries formelles 


t=8—q=8(1— 231), où q=— 2, (Sn —rn) 


et par conséquent 
vi g1({— gt) 1= 81 (1+ 2 (8-19)"). 


Ceci noté, rappelons que les séries 8-1 et q ont les coefficients 
positifs. 
©) Montrons que la série ta a les coefficients positifs, elle aussi, 
i.e. que 


An > dan — 2 liGnn 22. (2) 


Soient 7, l’ensemble de tous les polynômes homogènes de degré n 
dans 7, A; le supplémentaire du sous-espace 7, dans l'espace F,, i.e. 
F, = 1, ® À. La comparaison des dimensions permet de voir que 


d' = dim a LL ne 
Soient en outre À, le sous-espace engendré par les polynômes de 


degré m parmi f,, fa, - . ., et XYŸ le sous-espace engendré par les 
éléments zy, x € X, y E Y. Nous montrerons que 


In = Le Fi+ Dr A$-mlm 222. (3) 


Le calcul des dimensions dans (3) nous donnera précisément (2). 

Soit u € ZI,. Par construction, u est une somme de produits de la 
forme vf;w, où v, w sont des polynômes homogènes. Supposons que 
u = vfjw. Si w est de degré >1, il est clair que u € 7,_:F;. Par 
contre, si f est de degré 0, on peut admettre que u = vf}. Supposons 
que }; soit de degré m, donc appartienne au sous-espace Æ,. Alors 
0 € Fn-ms 


v=v +", V'Elnems 0" E An-m: 
D'où u Elh-1F;1 + Añ-mHme Le théorème est démontré. 
26.2.3. E x e mp le. Si dans les conditions du théorème 26.2.2 


Tn SE (d—2e)8 2, e > 0, (4) 
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l'algèbre À est de dimension infinie. En effet, il suffit de s'assurer 
que la série 3-1 a les coefficients positifs, où 


8—1—dt+ À, e2(d—2e)"-2tr. 
næ2 


Nous utiliserons les formules suivantes pour les séries formelles : 


7 1 . à 
— = 2e", = = À +1)e. 
Bd) #0 


Il vient 
8=1—dt+e2t2 D) (d— 2e}nt" — 
= 


. et __ ({—(d—e)t})t 
=1—dt Fit —Z J£ _ 1—(d—2e)t ? 
d’où 

1 —(d—28)t 


S—A-G—oN — 


= (1—(d—2e)t) D, (n+1)(d—e)"t" — 


næ0 


14 NS (d—e)"1(d+(n—1)e)i. 


fm 


Puisque d—2e>0,onad—exe>0, ce qui achève la dé- 
monstration. 


Maintenant nous pouvons décrire la construction de E.S. Golod. 
Son idée ressort clairement dans le cas particulier suivant. 


26.2.4. Exemple. Soient À un corps commutatif au plus 
dénombrable, F = k{x, y} une algèbre de polynômes sur ken variables 
non permutables x, y, F” sa sous-algèbre des polynômes sans terme 
constant. Montrons qu’il existe dans F un idéal Z inclus dans F” tel 
que l'algèbre À’ — F'/I est non nilpotente, bien que tous ses élé- 
ments (donc aussi toutes ses sous-algèbres 1-engendrées) soient 
nilpotents. 

Numérotons les éléments de F':u,,u2,... Soit N, = 9. Elevons 
u\ à la puissance NV, et décomposons u":1 en somme de termes homo- 
gènes fi, fes + + + fm, AUX degrés strictement croissants. Soit W, 
strictement supérieur à tous les degrés des termes. Elevons uw, à la 
puissance V, et décomposons uN: en somme de termes homogènes 
Émitis fmites - - . aux degrés strictement croissants. Poursuivant 
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ce processus, nous obtiendrons des polynômes j,, f., . . . aux degrés 
strictement croissants =>. Soit 7 l’idéal engendré par ces polynômes. 


.] 


Il est clair que 4° = F'/I est une nil-algèbre à générateurs zx — 
= x + 1,y = y + I. Il reste à vérifier que À’ n’est pas nilpotente ; 
à cet effet, il suffit de s'assurer que À = F/I est de dimension infinie 
(auquel cas 4” = À, ® 4, ® ... est aussi de dimension infinie, 
donc non nilpotente; voir l'exercice 26.1.1). Avec les notations du 
théorème de Golod on a d = 2, r, < 1, de telle façon que r, = r3 = 
= ,..—7r, = 0. Ün calcul direct montre que pour e — 1/4 la 
condition de l'exemple 26.2.3 est vérifiée, d’où la proposition. 


Exposons maintenant le résultat de E.S. Golod dans le cas 
général. 


26.2.5. Exemple. Pour tout d > 2 et tout corps commutatif 
k, il existe une algèbre non nilpotente sur À à d générateurs dont 
toute sous-algèbre à d — 1 générateurs est nilpotente. En effet, 
soient F = k{x,,...,zx,}une algèbre de polynômes sur ken variables 
non permutables x,, . .., xs, F” sa sous-algèbre des polynômes sans 
terme constant. Construisons dans F un idéal Z inclu dans F” tel que 
F'II soit l’algèbre cherchée. 

Soit e un nombre donné, 0 <: g << 1/2. Conformément à l'exemple 
26.2.3, on peut prendre comme / l'idéal engendré par des polynômes 
homogènes fi, . « -»fsis fsstis + + + fs, - . . de degré =>2 vérifiant la 
condition (4) et la condition auxiliaire suivante: pour d — 1 élé- 
ments quelconques de degré <n dans F”, il existe un entier naturel V 
tel que le produit de W facteurs quelconques parmi ces éléments 
appartient à l'idéal Z, engendré par les éléments j;, . . ., f, . Suppo- 
sons que le segment f,,..., fs, S = Sn-1 Soit déjà construit et mon- 
trons qu'on peut le compléter en le segment f,,..., fr, t = Sn. 

Considérons d — 1 polynômes de degré 7 sans terme constant 
à coefficients indéterminés (littéraux) c;, : 


= 2 Cie Mo (Zi .…) Za); 1<i<d—1, 


où M, sont des monômes. Soit N un entier naturel. Il existe (d — 1)Y 
produits distincts de N éléments g;. En les écrivant sous la forme de 
polynômes en {c:,}, on obtient comme coefficients des combinaisons 
linéaires f,:+1, . - ., f: de monômes en {zx;} de degrés V, N +1,... 

.., AN. Montrons que pour un À suffisamment grand, f,+,,...,f: 
sont les polynômes cherchés. Il est clair que seule la propriété (4) 
est à vérifier. Elle a lieu à condition de prendre V plus grand que 
les degrés de f,,. . ., f, et tel que le nombre des polynômes f,+1,. . ., fe 
soit inférieur à e? (d — 2e)N-2. Montrons qu'un tel N existe. À cet 
effet, majorons le nombre des polynômes f,+1, - . -, f: en fonction 
de N. 
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Soit 8 = gi - « Liyr Où £, intervient m; fois dans le produit. 
Puisque les c;, commutent (ce sont les symboles littéraux désignant 
les éléments du corps commutatif k), le nombre des termes de g, 
qui est un polynôme en {ci}, est égal à 

d-1 


4 
LÉ pute } g=d+d+...+a. 
i=1 De 


I1 y a donc autant de polynômes ajoutés par le produit g au segment 
lois ss li Puisque | : « u” et qu’il existe (d — 1)" produits g 


distincts, le nombre total des polynômes f,+,, . .., f, n'est pas 
supérieur à 


Ga — 1)N (NV + g — 10-042), 


Puisque d — 1 << d — 2e, ce nombre est inférieur à e? (d — 2e)Y-? 
pour un {V suffisamment élevé, ce qui achève la démonstration. 


$S 27. Théorèmes locaux de la logique 


Nous établirons ici le théorème local de Maltsev pour les classes 
quasi universelles. Supposant que le lecteur connaît les définitions 
fondamentales du cours général de logique formelle, nous nous bor- 


nerons à donner un exposé un peu sommaire mais parfaitement 
« clos ». 


27.1. Systèmes algébriques. Soit À un ensemble. On appelle 
prédicat n-aire (resp. opération n-aire) sur À une fonction de n variables 
définie sur À à valeurs dans l’ensemble {vrai, faux} (resp. dans À). 
L'ensemble À muni de prédicats P°* et d'opérations fé (n., mg étant 
leurs arités) s'appelle système algébrique, et la liste des symboles 
PES, f6P sa signature. Deux systèmes algébriques de même signature 
sont dits isomorphes s'il existe entre eux une correspondance biuni- 
voque conservant prédicats et opérations. Les exemples de systèmes 
algébriques sont donnés par les groupes, les anneaux, les corps 
commutatifs, les espaces vectoriels, les ensembles ordonnés, etc. 

Une partie d’un système algébrique, fermée pour toutes les opé- 
rations de signature s'appelle sous-système si elle est considérée avec 
les prédicats et les opérations induits sur elle par restriction des 
prédicats et des opérations de signature du système lui-même. 

Il a été dit dans le texte qu’un ensemble de parties A;, i€ I, 
d'un ensemble À s'appelle recouvrement local de À si tout élément de 
À appartient à un À, et si deux ensembles quelconques 4;, À; sont 
contenus dans un troisième ensemble 4,. Les recouvrements locaux 
sont étroitement liés à la notion de filtre. 


248 APPENDICE 


Soit Z un ensemble. Un système F de ses parties non vides est dit 
centré s'il est fermé pour les intersections finies: X EF, Y EF = 
> XNYEF. Un système centré F s'appelle filtre sur Z si, avec 
chaque son ensemble, il contient tous les surensembles de ce dernier : 
XEF, Y=XxX—=7YEF. Un filtre est appelé ultrafiltre s'il n’est 
contenu dans aucun filtre plus grand que lui. On vérifie sans peine 
que cette dernière condition équivaut à ce qui suit: étant donnée 
une partie de 7, F contient soit cette partie, soit son complémentaire. 
On peut évidemment compléter tout système centré en un filtre (en 
y ajoutant les surensembles de tous ses ensembles) et tout filtre en 
un ultrafiltre (lemme de Zorn). Remarquons en passant qu’on ne con- 
naît jusqu’à présent aucun ultrafiltre construit autrement que par le 
lemme de Zorn, sauf un filtre dénué d'intérêt qui réunit tous les 
surensembles d'un point. 

Soit 4, i € Z, un recouvrement local de l’ensemble À. Pour tout 
a E I, posons 


Le ={il|ielz, A; = À}. 


Il est facile de voir que l'intersection Z, f 7,4 contient un 7. Donc, 
le système de tous les 7, peut être centré et, par conséquent, il existe 
un ultrafiltre F qui contient ce système. Si chaque À, est muni d'un 
prédicat P,, désignons par P = lim P,; le prédicat défini sur À par 
la formule suivante: 


P (x,y,...)=Vsur 4 — 
{ilz,y,...6€A:, Pi(2,y,...) = Vsur A;) er, 


En général, la restriction de P à À, ne se confond pas nécessairement 
avec P;. Or, en prenant un prédicat défini sur À, en faisant sa res- 
triction à chaque À, et en passant à la limite suivant le filtre F au 
sens défini ci-dessus, on retrouve bien sûr le prédicat initial. 


27.2. Langage du calcul des prédicats. L'alphabet du langage 
CP comprend les variables d'objet et de prédicat, les parenthèses et 
sept symboles logiques dont les quatre premiers s'appellent con- 
necteurs et les deux derniers quantificateurs: 


et 

ou 

non 

implique 
égal 

quel que soit 
il existe 


Les formules de CP qui sont exemptes de quantificateurs appliqués 
aux prédicats s'appellent formules de calcul des prédicats restreint 


_K2> 


ul | 
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(CPR). Malgré la pauvreté du vocabulaire, le langage CP est très 
efficace. Par exemple, la classe des groupes abéliens sans torsion 
se laisse définir par les axiomes suivants de CP (voir de CPR) dans la 
signature usuelle -, !, e de la théorie des groupes: 

1° l'associativité: (Vz) (Wy) (Wz) ({xy) z = x (y2)), 

2° l'existence de l'unité: (Wzr) (re — x | er = x), 

3° l'existence des éléments inverses: (Vr) (r"!r=e | rr"!=e), 

49 la commutativité: (Vzx) (VWy) (xy = yx), 

9° l'absence de la torsion: (Vr)(r=e/\ ](r ... x =e)), 

en, 


n 
h=1,2;.:. 

Citons encore quelques exemples. Un prédicat binaire est appelé 
ordre partiel s'il vérifie les propriétés suivantes: 

6° la réflexivité: (Vr) (x: x), 

7° l'antisymétrie: (Vzr) (Vy) (1 << y A y<Lrz—x = y), 

8° la transitivité: (Vz) (Vy) (V2) (: <y A y<Lz—2z<z2), et 
ordre total s'il vérifie en outre 

99 la relation d'ordre total: (Vzr) (Wy) (x < y V y zx). Un 
prédicat < défini sur un groupe est dit stable pour la multiplication si 

10° (Vz) (Wy) (V2) GG << y —rz<L yz || zx L1y). On appelle 
groupe ordonnable un groupe qui admet un ordre total stable pour la 
multiplication. Un groupe est dit préordonnable si son ordre partiel 
quelconque stable pour la multiplication se laisse prolonger en un 
ordre total stable pour la multiplication. On comprend sans difficulté 
que les classes des groupes ordonnables et préordonnables sont 
définies dans la classe de tous les groupes par les axiomes suivants 
de CP (mais non de CPR comme précédemment) : 

11° l'ordonnabilité: (32) (Vzr) (Wy) (92) (P (x, x) A (P (&, y)/ 
A PGY 1) r=y APE y AP(GY 2) —-+P(x 2) À 
À (y) V P G,z)) À (P (y) — P (x, y2) À\ P (ex, y))), 

12° la préordonnabilité: (WP) ((P = o.p.s.) —+— (30) ((Q = 
= 0.t.s.) À (Vu) (Vo) (P (u, v) —Q (u, v)))). Dans cette dernière 
formule, faute de place, nous n'avons pas écrit explicitement les 
axiomes d'ordre partiel stable et ceux d'ordre total stable, qui 
s'’obtiennent sans peine en combinant les axiomes 6°-10°. 

Rappelons qu'on peut transformer canoniquement toute formule 
de CP en une formule prénexe équivalente, i.e. une formule où les 
quantificateurs précèdent tous les autres symboles logiques. La 
formule prénexe est appelée universelle si elle ne contient aucun 
quantificateur 1, et objet-universelle si aucun de ses quantificateurs 
4 ne s'applique à une variable d'objet. La formule de CP est dite 
quasi universelle si elle se déduit à partir de formules objet-universelles 
sans variables d'objet libres par la seule utilisation de connecteurs, 
suivie de la préfixation des quantificateurs V aux variables d'objet 
libres (cette définition diffère quelque peu de la définition originale 
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de A.I. Maltsev (1959) ; elle a été proposée par J.P. Cleave (J. London 
Math. Soc. (1), 1969, 44, n° 1, p. 121-130 ; Addendum. — J. London 
Math. Soc. (2), 1969, 1, n° 2, p. 384) qui a donné à ces formules 
l’appellation boolean-universal). Les exemples de formules universel- 
les sont donnés par les formules 1° à 10°. La formule 11° est objet- 
universelle, la formule 12° est équivalente à une formule quasi 
universelle qu'on obtient en transportant les préfixes de quantifica- 
tion du domaine d'action du préfixe (1Q) immédiatement derrière 


(30). 


27.24.E xercice. Les groupes simples se définissent dans la 
classe de tous les groupes par un axiome quasi universel. 


27.3. Théorèmes locaux. Considérons d’abord les formules ob- 
jet-universelles. 


27.34. Théorème. Soit ® une formule objet-universelle. 
Si D est vraie sur un système algébrique À, elle reste vraie sur tout 
sous-système À; de A. Si ® est vraie sur les sous-systèmes À ; recouvrant 
localement À, elle reste vraie sur À. 


Démonstration. Pour éviter les fastidieuses notations 
« universelles », bornons-nous au cas où la signature se réduit à un 
symbole d'opération binaire - et à un symbole de prédicat binaire S. 

a) Soit À un système algébrique de signature indiquée, vérifiant 
un axiome objet-universel ®, et soit À” un sous-système de À, i.e. 
sa partie munie du prédicat induit et de l'opération induite, qui est 
fermée pour cette dernière. Montrons que ® reste vrai sur 4’. Suppo- 
sons d’abord que ® soit exempt de quantificateurs. La proposition 
résulte alors immédiatement de la définition du vrai (rappelons que, 
par définition, une formule de CP est vraie sur un système algébrique 
si et seulement si elle reste vraie, quelles que soient les valeurs des 
variables d'objet et de prédicat non quantifiées). Supposons mainte- 
nant que ® contienne des quantificateurs et raisonnons par récurrence 
sur leur nombre. Trois cas sont à distinguer suivant que la dernière 
position est occupée par tel ou tel quantificateur: 1° Œ — (Vi) Y, 
229 = (WT) W, 3° D = (37) W, où t est une variable d'objetet T 
une variable de prédicat. Prolongeant la définition des prédicats de 
A’ à À tout entier ou, au contraire, faisant la restriction de À à À” 
et appliquant l'hypothèse de récurrence dans les trois cas, nous 
constatons que ® reste vrai sur À”. 

b) Supposons que les sous-systèmes 4,;, i € Z, recouvrent locale- 
ment le système algébrique À et vérifient la formule D. On demande 
de montrer que O reste vraie sur À. Supposons que ® contienne des 
variables d'objet libres x, u, . .. et des variables de prédicat libres 
PO; ss: 


D=D( y... P,Q,...) 
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Soit F un ultrafiltre quelconque sur 7 construit à partir du recouvre- 
ment local 4,, i € J, de la façon indiquée en fin du n° 27.1. Choisis- 


sons sur chaque À; des prédicats P;. Q;....et posons P, = lim P;, 
@, = lim @;,... Pour démontrer le théoreme. il suffit de s assurer 
que pour toutes les valeurs de x. y, . .. de A ona 


tr UE ... EC À;, O (x, YU, - . PO) = 


= VsurA,;) EF = ®D(x,y,..., Pos Qo...) = Vsur 4. (1) 


Afin de raisonner par récurrence sur le nombre des quantificateurs, 
supposons d'abord que O soit sans quantificateurs et montrons 
qu'on a alors (1), ainsi que l'implication réciproque. Soit (1”) la 
réunion de ces implications. Si la formule @ est sans connecteurs, 


trois cas sont à distinguer : 1° D = (u(r,y,...)=—v(r. y. ...)), 
29 D = S (u, v), 3° D = P (u, v, ...), où u, v sont des produits 


avec une disposition donnée des parenthèses. Dans les deux premiers 
cas, (1”) est immédiate et dans le troisième cas elle découle de la 
définition de lim. Supposons maintenant que 4 soit comme pré- 
cédemment sans quantificateurs mais qu'elle contienne des con- 
necteurs. Puisque Ÿ —+Q équivaut à  jŸ \/ Q, supposons que ® 
ne contienne que des connecteurs À\, \/. 7} et démontrons (1”) par 
récurrence sur leur nombre. Trois cas sont à distinguer selon qu'on 
a tel ou tel connecteur en dernière position : 4° ® = W À Q,5° D — 
= WW \/ Q, 6° D — ]W. Dans chaque cas, (1’) découle facilement 
de l'hypothèse de récurrence et de la définition du filtre F. 

Supposons enfin que ® contienne des quantificateurs et dé- 
montrons la proposition (1) par récurrence sur leur nombre. Selon 
qu'on a tel ou tel quantificateur en dernière position, trois cas sont 
à distinguer: 7° E = (Vt)W. 8° D = (VT)Y, 9 D = (37) Y, 
où test une variable d'objet et 7 une variable de prédicat. Examinons 
le cas 7°. Supposons que t prenne une valeur dans À. Il s'agit de 
montrer que W({,xr.y...., P,.Q,,...) -- V sur À. Par hypothèse 
de récurrence, il suffit alors de s'assurer que l'ensemble 


{lté,z,y,...E Ai, Wt,zx,y,..., Pr, Q:,...) = V sur 4;} 


appartient à F. Or, cet ensemble contient l'intersection de l’ensemble 
{...} de (1) avec l'ensemble {i|jt€ 4;}, d'où la proposition. 
Passons au cas 6°. Soient 7, un prédicat quelconque sur À, et 7; 
sa restriction à À;. Comme nous l'avons dit en fin du n° 27.1, T, == 
— lim T;. On veut montrer que 
Pie ues Tir Ps O0, :: = Vsur À: 
Par hypothèse de récurrence, il suffit de s'assurer que l'ensemble 
{i | x, Ye. € À;, y (x, y,  . T;, P;, Q;, . .) —= V sur A;} 


appartient à F. Or, cet ensemble contient £. . .} de (1), d'où la pro- 
17* 
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position. Plaçons-nous enfin dans le dernier cas 9°. Supposons que 
la prémisse dans (1) soit vraie. [l existe alors sur chaque système 4; 
un prédicat 7; tel que l’ensemble 


{i |Ts Y1... € À;, PUS Ti, Pis Qiso ose) = V Sur À;} 


appartienne à F. Soit 7, = lim T;. Par hypothèse de récurrence, 
Yz.y,..., Tor Pos Qo + +: +) = V sur À. Or, cela signifie que la 
conclusion intervenant dans (1) est vraie. Le théorème est démontré. 


Pour illustrer ce théorème, remarquons que le théorème local est 
vrai dans la classe des groupes ordonnés : il suffit de se rappeler que 
cette classe se définit par l’axiome objet-universel 11° du n° 27.2. 


27.3.2. Exercice. Si chaque sous-groupe de type fini dans 
un groupe G contient un sous-groupe normal abélien d'indice fini 
<n, le groupe G lui-même contient un sous-groupe normal abélien 
d'indice <n. 


Considérons maintenant des formules quasi universelles quel- 
conques. 


27.3.3. Théorème (A.Ïl. Maltsev). Si la formule quasi uni- 
verselle D est vraie sur les sous-systèmes À; qui recouvrent localement 
un système algébrique À, elle est aussi vraie sur À. 


Démonstration. Par définition d’une formule quasi 


universelle, on a 
D — (WP) .. (VP,,) D”, 


où D'est composée au moyen des connecteurs A, \/, |, — à partir 
de formules objet-universelles sans variables d'objet libres mais 
avec des variables de prédicat libres de la liste P,,..., P,. Supposons 
® vraie sur chaque À; et montrons que ® est vraie sur À. Donnons 
aux variables de prédicat P,,..., P, des valeurs quelconques sur À. 
Il s’agit de montrer que D'est vraie sur À pour ces valeurs de P,,... 
... Ph, sachant que ®” est vraie sur chaque À; pour les valeurs 
induites de P,, ..., P,. En d'autres termes, on veut démontrer le 
théorème pour D” en considérant P,,..., P, comme des prédicats de 
signature. On apprend dans le premier cours de la logique que D” 
se laisse mettre sous une forme équivalente D" — À D,, avec 
D, = VOD,8, où ®D,8 est une formule objet-universelle close pour 
les variables d'objet, ou la négation d'une telle formule. De toute 
évidence, si le théorème a lieu pour tout ®,,, il a lieu pour D”. Nous 
pouvons donc nous borner à considérer les trois cas suivants: 

19 D =; VV... VW; 

2 = ]Q, V...V ]9Q., 

32D=Y, V...V4EV 1Q V...V ]Q. 
où W,, Qh sont des formules objet-universelles closes pour les 
variables d'objet, r, s > f. 
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Commençons par le cas 3°. Supposons que D soit vraie sur tout 
À; mais fausse sur À. Alors toutes les Ÿ, sont fausses sur A et toutes 
les Q ,; vraies sur 4. En vertu de la deuxième assertion du théorème 
21.3.1, chaque Ÿ, est fausse sur un 44). Supposons que A; con- 
tienne tous les 4,44). En vertu de la première assertion du théorème 
27.3.1, chaque Ÿ, est fausse sur À;, chaque Q , est vraie sur A}. 
Il s'ensuit que O est fausse sur 4;, ce qui contredit l'hypothèse. Les 
cas 1° et 2° se traitent de même, avec des simplifications évidentes. 
Le théorème est démontré. 


Pour illustrer ce théorème, remarquons que le théorème local est 
vrai dans la classe des groupes préordonnables et dans celle des 
groupes simples, voir la formule 12° dans le n° 27.2 et l'exercice 


LÀ 


27.2.1: 
$ 28. Sur les entiers algébriques 


Le lecteur est supposé avoir appris les notions fondamentales et la 
terminologie de la théorie des corps commutatifs dans le cours 
d'algèbre générale. 

Soit Q la clôture algébrique du corps Q des nombres rationnels. 
On dit que les éléments de Q sont des nombres algébriques. Un élément 


de Q s'appelle entier algébrique s’il est racine d’un polynôme à coef- 
ficients entiers dont le coefficient dominant est 1. 

Soit Æ un corps quelconque de nombres algébriques de degré fini 
(ou, en tant qu espace vectoriel, de dimension finie) sur Q, et soit 
k, l'ensemble de tous les entiers algébriques dans &. 


28.1.1. Exercice. Pour tout &« € k il existe un mE€Z tel 
que ma € ko. 
28.1.2. Exercice. Qo = Z. 


28.1.3. Lemme. À, est un sous-anneau dans k. 


Démonstration. Soient «, f € k,, et soit y l’un quelcon- 
que des éléments « + B, af. Il s'agit de montrer que y € k,. 
Soient 
1-1 


m—1 
al— S aai, a,€Z, B"— à bp, b,EZ. 
2= 


i=0 


On comprend aisément que l’ensemble o de tous les éléments de la 
forme 

l-1 pe 2 

D À cuaïf, c:,EZ, 
i=0 3-0 
est un sous-anneau dans #. Soit y,,...,, une base du groupe additif 
de o et soit y;y = Ÿ d,sYss drs € Z. Le polynôme caractéristique de 
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Ja matrice (d,,) s'annule en y, c'est pourquoi y est un entier algé- 
brique. Le lemme est démontré. 


Il est évident que pour tout & € À la translation r— r&. r € k, 
est une transformation linéaire de l'espace # sur le corps Q@. Soient x, 
le polynôme caractéristique de cette transformation et tr & sa trace. 
D'une façon plus générale, si À est un sous-corps dans €, et L son 
extension de degré fini, alors pour tout & € Z Îla transformation 
z — x. x € L, est linéaire sur À et sa trace se note trz/,K (x) (elle 
appartient bien sûr au corps À). 


28.1.4. Lemme. Sia€k,, alors 4, est un poiynôme sur Z. 


Démonstration. Soit » le degré de # sur @. Choisissons 


une base de À sur @ et associons à chaque y € À une matrice y de 
translation x > zry par rapport à cette base. Nous obtenons de toute 
évidence un homomorphisme injectif À M, (QG). Puisque « est 
racine d'une équation sur Z à coefficient dominant 1 il en est de 


mème pour les racines caractéristiques de la matrice &«. En vertu du 
lemme 28.1.3, les coefficients du polynôme +, sont des entiers algé- 
briques. Conformément aux résultats de l'exercice 28.1.2, ils sont 
dans Z. Le lemme est démontré. 


28.1.5. Lemme. Soitw,,...,w, une base de k sur Q. La matrice 
(tr (w;w)) est non dégénérée. Il existe une base {wÿ } de k sur Q duale 
de {w;}. i.e. telle que 
tr (w;wÿ) := Ô,;. 


Démonstration. a) Supposons au contraire qu il existe 
entre les colonnes de la matrice (tr (w;w;)) une relation non triviale 
à coefficients &; € Q. On a alors 

w= Saw; #0, tr(w;w)—=0 pour tout 1<i<n. 

Puisque {w;w} est aussi une base de Æ sur @, on a 1 — S Bio;:o 
pour certains f; € QG. Le calcul de Ja trace des deux membres nous 
donne 7 — 0, ce qui est faux. 

b) Cherchons wÿ sous la forme 


@Ÿ = 2 Enmr En EQ. 


La condition tr (w;w?) — ô;, se transforme en un système d'équa- 
tions linéaires pour ë;,, ..., Ë;,. En vertu de a) ce système est ré- 
soluble. Le lemme est démontré. 

28.1.6. Théorème. Le groupe additif de l'anneau k, est de 
type fini. 

Démonstration. Soit wi:..., w, une base de À sur Q. 
En vertu de l'exercice 28.1.1, on peut admettre que tous les w,; € À. 
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Soit {w;} la base duale. D'après les résultats de l'exercice 28.1.1, il 
existe un m € Z tel que tous les mo € À,. Soit y un élément quel- 
conque de h,, 


v=Ù vos v:EQ. 
Multipliant cette égalité par mw; et prenant la trace des deux 
membres, nous obtenons my; = tr(mywf). Puisque myoÿ € k, 
on a my; € Z (lemme 28.1.4). Nous voyons que le groupe additif de 
l'anneau À, est contenu dans un groupe dont l'ensemble générateur 


est {+ oi} , Si bien qu'il est lui-méme de type fini (voir l'exercice 
8.1.7) Le théorème est démontré. 
28.1.7. Lemme. Soit K un sous-corps dans €. Pour toute exten- 


sion L/K de degré d, il existe exactement d’isomorphismes de L sur € 
identiques sur K. Si o,, ..., 64 sont ces isomorphismes, on a 


trryr (@) = an LL... + ad pour tout « € L. (1) 
Si {w;} est une base de L/K, on a 
det (trz/r (oiw;)) = det (w°i}°. (2) 


Démonstration. a) Démontrons d'abord la première as- 
sertion. Soient & € L, f le polynôme minimal de l'élément « sur le 
corps À, &1,..., 4m les racines de f dans €. Il existe évidemment une 
correspondance biunivoque entre les isomorphismes K («)/ÆX —> € 
et les applications &« + «&;. En vertu du théorème de l’élément pri- 
mitif (voir [38]), on a L — K (œ) pour un & convenablement choisi, 
d'où l’assertion. Il n'est pas d’ailleurs indispensable de faire appel 
au théorème de l'élément primitif : il suffit de mettre Z sous la forme 
Æ (y;) .-.. (y.) et de remarquer que tout isomorphisme À (y,) ... 
... (vi) À — C admet. en vertu de ce qui précède, exactement 
| À (y)... (ini): À (V1)... (x) | prolongements sur À (y) ... 

Vi+u): 

b) Démontrons maintenant (1). Si L — Æ (a). le polynôme mini- 
mal de a sur À est de degré | ZL: À |et se confond donc avec le polr- 
nôme caractéristique de la transformation x— ra de l'espace vecto- 
riel Z sur le corps À. 


En vertu de ce qui précède, a%:, ..., «4 sont exactement ses 
racines, d'où (1). Le cas général se laisse réduire à celui que l’on 
vient de considérer, à l’aide de la formule 

trzyr (@) = | L: A (@) |-trxtay/r (@)- 
Démontrons-la. Soient {w;} une base de L'Æ (x), et {6;} une base 
de À (œ)/X. Alors {w:ô,} est une base de L'ÆA par rapport à laquelle 
Ja matrice de la transformation x— ra est de forme diagonale par 
blocs, ces blocs étant occupés par des répétitions de la matrice de 
cette transformation par rapport à la base {6;}. 
c) Démontrons enfin (2). En vertu de (1) on a 


256 APPENDICE 


trz/x (@0;) = à OL 


aussi la matrice composée des premiers membres de cette égalité 
est-elle le produit de la matrice (w°) par sa transposée. D'où (2). 


Le lemme est démontré. 


Pour tout isomorphisme : LC il existe son conjugué o: 
zx 2x9, x E L, où la barre surlignant 29 symbolise le passage au 
conjugué complexe. Si @ = , l’isomorphisme est dit réel, sinon 
il est appelé complexe. 

Revenons au corps À. Soient n = | k:C |, s le nombre des iso- 
morphismes réels À — € et 2t le nombre des isomorphismes com- 
plexes, nr — s + 2t. Soient 0,, . .., ©, les isomorphismes réels et 
Ostir Otis + + + Ostgs C++ les isomorphismes complexes. 

Considérons l’espace euclidien ?" de dimension n et l'application 
co: À +2" définie par la formule 


29 = (20,...,x2°s, Re (x°s1), Im (x°%#),..., Re (x°s1), 
Im (r°#)), xEk, 
où Re, Im sont les parties réelle et imaginaire. 


28.1.8. Exercice. L'application © est un homomorphisme 
injectif du groupe additif de À dans le groupe additif de R”. 


Soient maintenant k*, À} les groupes multiplicatifs du corps 
et de l’anneau À, respectivement. Soit une application t: À* — Rat 
telle que 


z = (Inla% |, ..., In [2% |), zEk*. 


28.1.9. Exercice. L'application t est un homomorphisme 
du groupe k* dans le groupe additif de Rs+1. 


28.1.10. Lemme. L'ensemble kS est discret dans R”, i.e. son 
intersection avec une boule quelconque de R' est au plus finie. L'ensemble 
(k?)" est discret dans R°*1. 


Démonstration. Soit w,, ..., ©, une base du groupe 
additif de l’anneau k,. Puisque det (tr (w:w7)) 0 (lemme 28.1.5), 
les lignes 

(HS, .…, o,”, 1, oh, . ot, ot), 
1<i<n, 


sont linéairement indépendantes sur R (lemme 28.1.7); par consé- 
quent, les lignes w9, . . ., w9 sont linéairement indépendantes sur KR, 
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i.e. forment une base de l’espace euclidien 2”. Choisissons dans R° 
une base biorthogonale {e;}, i.e. telle que 


(9, e;) — Ôij, 
où les parenthèses désignent le produit scalaire dans R. 


Soient 
z Eh ZI — Ÿ tion Ti; € Z. 


Il est évident que r° = Ÿ z;wf et qu'en vertu de l'inégalité de 
Cauchy-Bouniakovski on a 


It l= Ge) l< ax Ille; |. 


Si x° appartient à une boule dans R”°, on n'a pour les entiers x; 
qu’un nombre fini de possibilités, d’où la première assertion du 
lemme. Dans le cas où x € À et x' appartient à une boule |: | <r 


dans R+*#, alors x° appartient à une boule de rayon e Vn dans 2". 
Le lemme est démontré. 


28.1.11. Exercice. Le noyau de la restriction de + à k* est 
l'ensemble de toutes les racines de 1 contenues dans Æ. Cet ensemble 
a une structure de groupe cyclique fini. 


Indication:siz"—0,on a [|x | Vn. 

28.1.12. Théorème. Le groupe multiplicatif de l'anneau k, 
est de type fini. 

Démonstration. Conformément à l'exercice 28.1.11, il 
suffit de s'assurer que le groupe additif À = (4;)" est de type fini, 
ce que nous ferons tout de suite. Soient a,, . . ., an le sous-système 
maximal de À linéairement indépendant sur 2, 


A ={S œidilæ EL}, A” ={S œd; |0OL œ 1). 


Il est évident que tout x € À se laisse mettre sous la forme 
z=x +zx", x'E A’, zx’E À”. 

Puisque x € À et z’ € À, on a aussi zx” € À. Or, l’ensemble 4” est 
borné dans R:+, si bien que l’intersection À f} A” est finie (lemme 
28.1.10). Par conséquent, l'indice qg — | À: À’ | est fini. Puisque 
gA © À”, le groupe À est contenu dans un groupe additif engendré 
par —a;, ..., . Am. En vertu de l'exercice 8.1.7, le groupe À est 
de type fini. Le théorème est démontre. 

Notons qu'il ressort de ce raisonnement que le nombre des géné- 
rateurs libres de À est inférieur à s + t. Un raisonnement plus fin 
pourrait montrer que ce nombre est égal à s + { — 1 et que, par 


conséquent, k* est le produit direct d'un groupe cyclique fini et 
de s + t — 1 groupes cycliques infinis (théorème de Dirichlet). 


1. 
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